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Tok funkcije



Intervall monotonostl
Rastuca funkcija: |

x1 <xz = flxg) < f(xz) 2|

Kada raste varijabla x € I, tada raste |

vrijednost funkcije f(x) na tom intervalu I.

Strogo rastuca funkcija:

x1 <xy = flx) < f(xz)




Intervall monotonostl

Padajuca funkcija:

X1 <xz = f(x1) = f(x2) 2

Kada raste varijabla x € I, tada pada

vrijednost funkcije f(x) na tom intervalu I.

Strogo padajuca funkcija:

x1 <x3 = f(x1) > f(xz)
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Intervall monotonostl

Za funkciju koja (strogo) raste Iili (strogo) pada na

cijelom intervalu I, kazemo da je (strogo) monotona
na intervalu 1.

Kriterij monotonosti funkcije:

» predznak prve derivacije funkcije, f'(x) se ne mijenja
na promatranom intervalu I.




Intervall monotonostl

Na intervalima na kojima je predznak prve derivacije
funkcije pozitivan, funkcija je rastuca.

Interval rasta funkcije je rjesenje nejednadzbe:
f'(x)>0

Na intervalima na kojima je predznak prve derivacije

funkcije negativan, funkcija je padajuca.

Interval pada funkcije je rjeSenje nejednadzbe:

f'(x) <0




Ekstremi funkcije

Intervali rasta | pada blisko su vezani uz pojam lokalnog
ekstrema funkcije. Lokalni ekstrem moze biti lokalni
maksimum ili lokalni minimum.

Lokalni maksimum funkcije f je toCka (x,, f (xy)) takva da
za sve vrijednosti x € (x, — 8§, xy + ) 1z hekog otvorenog
Intervala oko vrijednosti x, vrijedi

f(x0) = f(x)
Analogno, za lokalni minimum vrijed

f(x0) < f(x)




Ekstremi funkcije

Lokalni ekstremi su to¢ke u kojima WY
funkcija postize svoju najvecu lli |
najmanju vrijednost, ali lokalno.

To ne mora ujedno biti | najveca,
odnosno najmanja vrijednost ..
funkcije na cijeloj domeni. | mwa-2
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Ekstremi funkcije

Ako funkcija y = f(x) ima maksimum ili minimum u tocki
xo tada je vrijednost prve derivacije u toj toCki jednaka nuli.

Taj uvjet je nuzan uvjet za egzistenciju ekstrema.

ToCke koje su rjesenja jednadzbe

f'(xg) =0

nazivaju se stacionarnim toCkama funkcije. To su jedine
toCcke u kojima funkcija moze imati ekstrem.




Primjer 1. Odredite ekstreme funkcije

f(x) = x% —6x
f'(x) =2x—6 \jIl
2x—6=0 |
x =3 N T2 A4 s
f(3)=-9 -3
T(3,—9) i
Je i ta tocka minimum ili //?
maksimum funkcije? ol
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Ekstrem funkcije

Ako je druga derivacija funkcije u stacionarnoj tocki
negativna, funkcija u toj toCki postize lokalni maksimum.

Ako je druga derivacija funkcije u stacionarnoj tocki
pozitivna, funkcija u toj toCki postize lokalni minimum.

aj uvjet nazivamo dovoljnim uvjetom za egzistenciju
ekstrema.




Ekstrem funkcije
Postupak odredivanja lokalnih ekstrema:

1. Nuzni uvjet: rijeSimo jednadzbu f'(x) = 0. Dobivena
rjesenja x4, x,, ... Nazivamo stacionarnim tockama i one
su kandidati za toCke ekstrema.

2. Dovoljni uvjet: stacionarne to¢ke uvrStavamo u f''(x).
Ako je f""(x;) > 0, tada se u x; postize minimum.
Ako je f""(x;) < 0, tada se u x; postize maksimum.




Ekstrem funkcije

No, sto se dogada ukoliko je druga derivacija u stacionarnoj
tocki jednaka nuli?
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Akoje f'(xg) =01 f"(x9) = 0, tada trebamo traziti derivacije
viSeg reda, dok ne nademo prvu takvu derivaciju koja je u x,
razligita od nule, f™(x,) # 0.

Ako |e ta derivacija neparnog reda, tj. ako je n neparan broj,
tada se u x, ne postize ekstrem.

Ako Je n paran broj, tada vrijedi:
fMW(x,) >0 -tocka minimuma
fMW(x,) < 0 -toka maksimuma




Primjer 2. Odredite ekstreme funkcije

f(x) =x3—3x
Nuzan uvjet: Dovoljan uvjet:
f'(x) =3x% -3 f"(x) = 6x
3x2—3=0
3x% =3 f'(-1)=-6<0
x? =1 MAX (—1,2)
x ==1
Stacionarne tocke: f"(1)=6>0
x; = —1, X, =1 MIN (1, -2)




Primjer 2. Odredite ekstreme funkcije
f(x) =x3—3x

Dovoljan uvjet:

il f'"(x) = 6x
. /\ | f'(=1)=-6<0

N ‘ ’ MAX (—1,2)
(1) =6 >0
MIN (1, —2)
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Primjer 3. Odredite ekstreme funkcije

fx)=x-e*

Nuzan uvjet: Dovoljan uvjet:
f'(x)=e*+x-e* f'"(x) =e*(x+1) +e”*
e* - (x+1)=0 =e* (x+ 2)

x+1= f'(-1)=et-1>0
— _ 1
& : f(-1) =—e' = 5
X _ 1
C MIN (—1,--)
nema rjesenjal! e




Primjer 3. Odredite ekstreme funkcije

f(x)=x-e*

A

MJ

MIN

-1F

-

Dovoljan uvjet:
f'"(x) =e*(x+ 1)+ e”*
=e* - (x+2)

f'"(-1)=et-1>0
f-1) = et = ——

e
1
MIN (—1, — —)
e
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Primjer 4. Odredite podrucja monotonosti funkcije g(x) = é

Prvo odredimo domenu funkcije:

1. Inx #0 2. x>0
x # el
x # 1 D(f) =(0,1) U (1, +o0)

Potom odredimo derivaciju:

1
1-lnx—x-§ ~Inx-1

fx) = (In )2

In? x




Sada odredimo stacionarne tocke:

lnx—1:O = Inx—1=0 = XxX=e
In? x
Formiramo tablicu predznaka prve derivacije:
0 1 e +00
ffeOl - | = | +
f(x) \ \ 7

Funkcija raste za x € (e, +o0)
Funkcija pada za x € (0,1) U (1, e)
oCka (e, f(e)) = (e, e) je toCka minimuma.
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Zakrivljenost

Razlikujemo dvije vrste zakrivljenosti krivulje:
konveksnost (zakrivljenost na gore) |
konkavnost (zakrivljenost na dolje).

4 1 ¢ _
/” A\ e g
O a C b X
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Zakrivljenost

Konkavna krivulja:
Ako u bilo kojoj toCki luka AT povucemo tangentu,
mozemo vidjeti da je u okolini diralista tangente i krivulje
tangenta iznad luka krivulje.

Konveksna krivulja:
Ako u bilo kojoj toCki luka TB povucemo tangentu,
mozemo vidjeti da je u okolini diralista tangente 1 krivulje
tangenta ispod luka krivulje.

e N



Zakrivljenost

Tangenta povucena u tocki T na krivulju y = f(x) prelazi s
jedne strane krivulje na drugu, stoga tangenta u tocCki T
sijece krivulju y = f(x).

ToCka T je toCka na krivulji u kojoj konkavnost funkcije
prelazi u konveksnost funkcije.

Takva toCka se naziva toCka infleksije ili toCka pregiba.

e N



Zakrivljenost

Kriterij za zakrivljenost funkcije:

Neka je f:1 — R neprekidna | barem dva puta derivabilna
funkcija na intervalu {a, b).

Ako je f""(x) > 0 za svaki x € {(a, b), onda je funkcija f
konveksna na intervalu {a, b).

Ako je f""(x) < 0 za svaki x € (a, b), onda je funkcija f
konkavna na intervalu {a, b).
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Zakrivljenost

Kriterij za toCku infleksije:

Funkcija f ima tocCku infleksije ako vrijedi:

1. Nuzan uvjet: 2. Dovoljan uvjet:
f'(x) =0 f(x) # 0
Rjesenja te jednadzbe x4, x5, ... No umjesto toga radimo
su kandidati za tocke infleksije. ~ tablicu zakrivljenosti!

e N



Primjer 5.
Odredite tocke infleksije funkcije f(x) = x® — 4x?% — 2x.

RjeSenje: Domena funkcije, D(f) = R.

f'(x) =3x%—8x—2 f"(x) =6x—8
4
6x —8=0 = Xg ==
3
—0 43 ~— Totka infleksij
” ocka infleksije:
' 1 - |1+ (2,22 ’
f(x) N U 307 27 )
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Asimptote

Asimptota krivulje:

* pravac Cije se tocke priblizavaju po volji blizu toCkama
zadane krivulje kada jedna ili vise koordinata tocaka
Krivulje tezi u beskonacnost.

» tangenta u beskonacno dalekoj tocki

* horizontalna, vertikalna, kosa asimptota




Asimptote
Vertikalna asimptota (V.A.)

X =0

Horizontala asimptota (H.A.) 7 & = = = X«
y=> Al

Kosa asimptota (K.A.) /

y = kx + 1 / 4l

LC. ALGEBRA



Vertikalna asimptota

Kandidati za vertikalnu asimptotu su toCke na rubu
domene x,, x4, ..

Neka je D € R domena funkcije, takva da je x, rubna
tocka te domene, f: D - R.

Pravac x = x, Je vertikalna asimptota grafa funkcije
f (x) ako je vrijedi:

lim f(x) = +o

X—X0




Horizontalna asimptota

Horizontalna asimptota moze postojati ukoliko se domena
funkcije neograniceno proteze u pozitivnom ili negativhom
smjerul.

Neka je D € R domena funkcije takva da se D neograniceno
proteze u pozitivnom ili negativnhom smjeru, f: D — R.

Pravac y = a Je horizontalna asimptota grafa funkcije f(x)
ako vrijedi:
lim f(x) =a

X—00




Kosa asimptota

Neka je D € R domena funkcije f: D — R koja se
neograniceno proteze u pozitivnom ili negativnhom smijeru.

Pravacy = kx + | je kosa asimptota grafa funkcije f(x),
ako postoje brojevi k + 0 1 [ takvi da vrijedi:

k = lim @
X—>too X

= lim (f() ~ k)




Asimptote
Funkcija moze imati vertikalne asimptote ukoliko postoje
konacni brojevi koji su rubovi domene.
Vertikalnih asimptota moze biti po volji mnogo.

Funkcija moze imati horizontalnu asimptotu ukoliko se
domena proteze u beskonacnost.

Postoje najvise dvije horizontalne asimptote.

Ukoliko funkcija ima horizontalnu asimptotu, tada nema
kosu asimptotu.




Primjer 6. Odredite asimptote na graf funkcije

1
f(x) = "

D(f) = R\{0}

Vertikalna asimptota: Horizontalna asimptota:
mp-fl-o amd-f o
x—0 X 0 x—+oo X o)

x=0 je vertikalna y = 0 je horizontalna
asimptota asimptota




Primjer 6. Odredite
asimptote na graf funkcije

1
f(x)=;
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Primjer 7. Odredite asimptote na graf funkcije

() = x% — 4
fx) = x4+ 4
D(f) =R
Vertikalna asimptota: Horizontalna asimptota:
i ’ x*—4 )
ne postojl Jim 2 =
» zasto? y = 1 je horizontalna

asimptota




Primjer 7. Odredite asimptote na graf funkcije

()_x2—4
Jx  x2 44
A
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Primjer 8. Odredite asimptote na graf funkcije

x%+5
D(f) = R\{1}
Vertikalna asimptota: Horizontalna asimptota:
- x*+5 - x%+5
lim = OO lim — 0
x—=1 x — 1 x—+o0 x — 1
x =1 Je vertikalna Ne postoji horizontalna
asimptota asimptota.




Primjer 8. Odredite asimptote na graf funkcije

x*+5
gx) =——
Kosa asimptota:
P x*+5 e
_ X“ +
k= lim X=L = jim =1
x>t X x>+ X2 — x
| x% + 5 x+5
[ = lim X| = lim =1
x—>too\ x —1 x—toox — 1

Pravac y = x + 1 je kosa asimptota.




Primjer 8.

Odredite asimptote na m?é
graf funkcije k
2 . I
X<+ 5 ~10 R 10 g
gx) =——
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Tok funkcije

Domena

NultoCke

Monotonost (rast / pad)

Ekstremi

Zakrivljenost (konkavnost / konveksnost)
. ToCke infleksije (pregiba)

. Asimptote

. Graf funkcije

0N oA WN R

e N



Primjer 9. Odredite tok funkcije | skicirajte graf:
2
X

— 2

FO) = -

1. Domena: D = R\{2}
2. Nul-tocke: x4 =0 x=0 N(0,0)

3. Monotonost | ekstremi:

, _(xz)"(x—z)—xz-(x—Z)’ _x2—4x
e (x —2)2 — (x = 2)2




Primjer 9. Odredite tok funkcije | skicirajte graf:

2
X
fG0) = ——
, x% — 4x
'(x 4 . . 4
x*—4x =0 S )
f(x) 7 N N /)
X1 = 0
Yo = 4 Funkcija raste za x € (—oo, 0) U (4, ).
, =

Funkcija pada za x € (0,2) U (2,4).
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Primjer 9. Odredite tok funkcije | skicirajte graf:

2
X
f(x) = —
, X% — 4x
f(x):(x_z)z —00 0 2 4
"(x + — — +
x4 —4x =0 [ (x)
f(x) /1 N N 7
x1 — O
v =4 MAX MIN
. T, (0,0) T,(4,8)

LC. ALGEBRA



Primjer 9. Odredite tok funkcije | skicirajte graf:

2
X
@) = ——
5. Zakrivljenost i toCke infleksije: o 5 Lo
8 8 f'e) | — 1+ |
Il(x)z =O
PO~ &-2° " Jm 10 1 u

Jednadzba nema rjeSenja. Funkcija je konveksha za x € (2, o).

Ne postoje toCke infleksije. Funkcija je konkavna za x € (—x, 2).
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Primjer 9. Odredite tok funkcije | skicirajte graf:
2

X
f&) = —
Vertikalna asimptota:
X 4 . . .
lim = H = o  Pravac x = 2 je vertikalna asimptota.
x-2X — 2 0

Horizontalna asimptota:

xZ

;i_)rgox 5, = =® Nema horizontalnih asimptota.




Primjer 9. Odredite tok funkcije | skicirajte graf:
2

X
f&) = —
Kosa asimptota:
x? ,
— X
k= lim =2 = |im > =..=1
x—oo X x—0o X4 — 2X Pravac y=Xx- 2
2 2x je kosa asimptota.
[ = lim x | = lim =2
x>0 \x — 2 x—0o X — 2
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Video materijali

Aleksandar Hatzivelkos:

1. Domena funkcije:

nttps://www.youtube.com/watch?v=hMv6DDhLK70

2. Asimptote:
Nttps://www.youtu

pe.com/watc

N?2V=FrNWslcr458

Nttps://www.youtu

pe.com/watc

N?2v=cGM6FG/DPKQ

Nttps://www.youtu

pe.com/watc

N1?2v=vJJXGrNOcyQ (kosa)

3. Rast i pad funkcije:

Nttps://www.youtube.com/watch?v=nKqwrJRsJHs

Nttps://www.youtube.com/watch?v=_80o0ityoL90

ALGEBRA


https://www.youtube.com/watch?v=hMv6DDhLk7o
https://www.youtube.com/watch?v=FrNWsIcr458
https://www.youtube.com/watch?v=cGm6FG7DPKg
https://www.youtube.com/watch?v=vJJXGrNOcyQ
https://www.youtube.com/watch?v=nKqwrJRsJHs
https://www.youtube.com/watch?v=_8OoityoL9Q

Video materijali

Aleksandar Hatzivelkos:

4. Ekstremi funkcije:
nttps://www.youtube.com/watch?v=eudiyGlinaY¥Y
nttps://www.youtube.com/watch?v=8zXsvmsxuAQ
nttps://www.youtube.com/watch?v=b5WcB5Tkv84

5. Zakrivljenost funkcije:
https://www.youtube.com/watch?v=-UvYnYJ7kdk
https://www.youtube.com/watch?v=gY6G22|JUYw

6. Tok funkcije:
https://www.youtube.com/watch?v=cDE2RILOP7A
https://www.youtube.com/watch?v=g-eayH5hC4Q

ALGEBRA


https://www.youtube.com/watch?v=eudiyG1inaY
https://www.youtube.com/watch?v=8zXsvmsxuAQ
https://www.youtube.com/watch?v=b5WcB5Tkv84
https://www.youtube.com/watch?v=-UvYnYJ7kdk
https://www.youtube.com/watch?v=gY6G22lJUYw
https://www.youtube.com/watch?v=cDE2RIL0P7A

Video materijali

Toni Milun:

https://www.youtube.com/playlist?list=PLXygsnSpBKk5
Rwb9Z110AJY|4fbgE|SKBD

(asimptote, svi videozapisi)

https://www.youtube.com/playlist?list=PLXygsnSpBKk5
QSMNA-ya/U9bf9UVVuJBHQ

(tok funkcije, svi videozapisi)
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https://www.youtube.com/playlist?list=PLXygsnSpBk5Rwb9Z1IQAJYl4fbgEjSkBD
https://www.youtube.com/playlist?list=PLXygsnSpBk5Rwb9Z1IQAJYl4fbgEjSkBD

Hvala ©
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