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Primjene u ekonomijl

Diferencijalni racun ima klasicnu primjenu u nekoliko
podrucCja ekonomske znanosti.

Dvije najistaknutije primjene su kod raCcunanja granicnih
funkcija i koeficijenata elastichosti.

U tu svrhu, prvo ¢emo promatrati funkciju ukupnih troskova:

r(Q)

gdje je Q koliCina (robe), a T ukupan iznos potreban za
proizvodnju.




Prosjecni troskovi

Za funkciju ukupnih troskova prvo definiramo funkciju
prosjecnih troskova, koju oznacavamo s AT (Q):

T
AT(Q) = (TQ)

ProsjecCni troskovi opisuju potrosnju po jedinici proizvedene
robe.




Granicni troskovi

Za funkciju ukupnih troskova takoder definiramo funkciju
granicnih (marginalnih) troskova, MT(Q):

MT(Q) =T'(Q)

Granicni troskovi opisuju rast ukupnih troskova u odnosu na
rast proizvedene robe (usluge).

Opisuju ,brzinu” rasta troskova, ali ne u vremenskom
slijedu, vecC u odnosu na koliCinu.




Granicni troskovi
Granicni trosSkovi mogu biti izrazito niski ili izrazito visoki.

Primjerice, granicni troskovi u prijevozu putnika
zrakoplovom su niski — dodatni putnik malo podize ukupne
troskove prijevoza (jako mala koliCina goriva, te trosak
hrane i picCa).

Granicni troskovi u proizvodnji mogu biti izrazito visoki,
kada primjerice proizvodnja dodatnog proizvoda probije
limit opskrbe elektricnom energijom, koju onda treba
osigurati iz novih izvora (npr. generatori).




Primjer 1. Zadana je funkcija ukupnih troskova proizvodnje:
T(Q) = 20% + 24Q + 32

Odredite funkcije prosjecnih i granicnih troskova te ih

prikazite graficki.

2
AT(Q)=%Q) _2¢ +2;Q+32 —2Q+24+%

Za sve (osnovne) ekonomske veliCine, poput koliCine,
cijene, troskova — podrazumijevamo da nisu negativne.

Domena funkcije: Dy = (0, oo)




2
AT(Q)=2Q _I_ZQ4<2_I_32=2Q+24+3Q—2

—24+ 179
4

Nultotke:  2Q2+24Q+32=0 Q,, =

Nema nultocCki u (ekonomskoj) domeni funkcije.

Asimptote: éi_r{(l) AT(Q) = o

Vertikalna asimptota je Q = 0.

Kosa asimptota je T = 20 + 24




202 + 24Q + 32
AT(Q) = 28 QQ+ =2Q+24+3Q—2

Rastipad: AT'(Q) =2 — 2

QZ
32 ,
2 — @ =0 0 =16 Q=4
0 4 + 00
f(x) — + -
0 S - Minimum: (4,40)
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Prosjecna funkcija: 2ol
60}
20% + 240 + 32 |
AT(Q) = 2220 N
Q 40+
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AT(Q) = 20 + 24 + — o
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Primjer 1. Zadana je funkcija ukupnih troskova proizvodnje:
T(Q) = 20% + 24Q + 32

Odredite funkcije prosjecnih i granicnih troskova te ih

prikazite graficki.

Granicna funkcija:
MT(Q) =T'(Q) = 4Q + 24

Linearna funkcija Ciji je graf pravac.




Prosjecna funkcija:

32
AT(Q) = 2Q + 24 +E

Granicna funkcija:

MT(Q) =40 + 24 10|

-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

LC. ALGEBRA



L

Funkcija prosjecnih
troskova i funkcija
granicnih troskova se
sijeku u toCki koja je
minimum funkcije
prosjecnih troskova.

0 nije slucajno.
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Granicni i prosjecni troskovi

Ako prosjecni troskovi strogo rastu (padaju) s porastom
koliCine proizvoda, tada su granicni troskovi veci (maniji)
od prosjecnih.

Ako prosjecni troskovi rastu, tada je njezina derivacija
strogo pozitivna.
(T(Q))' _r'@-0-T@ _, T(Q)

0 Q2 r@>—"




Granicni i prosjecni troskovi

Ako prosjecni troskovi strogo rastu (padaju) s porastom
koliCine proizvoda, tada su granicni troskovi veci (maniji)
od prosjecnih.

Odavde slijedi kako su granicni i prosjecni troskovi
jednaki u toCki u kojoj funkcija prosjecnih troskova
postize ekstremnu vrijednost.




Granicne i prosjecne funkcije

Granicne i prosjecne funkcije jednako definiramo i za
druge ekonomske funkcije:
 funkciju ukupnih prihoda, P(Q)
prosjecni prihodi - AP(Q) = %
granicni prihodi - MP(Q) = P'(Q)
 funkciju ukupne dobiti, D(Q)

prosje¢na dobit - AD(Q) = %

granicni prihodi - MD(Q) = D'(Q)




Koeficijent elastichosti

Znacajno pitanje u ekonomiji, za dvije ekonomske
veliCine koje su povezane je: kako mjeriti reakciju jedne
velicine na promjenu druge velicine?

Na primjer, za poznatu funkciju potraznje g = f(p) koja
OVISI 0 cijenli proizvoda p, interesira nas kako Ce se

promijeniti potraznja ukoliko se cijena na nekoj razini
poveca za 1%?

Mjera pomocu koje cemo odgovoriti na to pitanje je
koeficijent elastiCnosti.




Koeficijent elastichosti

ElastiChost u ekonomiji je sposobnost jedne ekonomske
veliCine da reagira na promjenu druge ekonomske
veliCine s kojom je (neprekidno) funkcijski povezana.

Promotrimo dvije ekonomske veliine: x i y = f(x).

Koeficijentom elastiCnosti nazivamo omjer njihovih

relativnih promjena:
relativna promjena od y
E, x =

relativna promjena od x




Koeficijent elastichosti

relativna promjena od y

Ey’x

relativna promjena od x

Uz uvjet da su promjene beskonacno male, Ax — 0 (a
onda zbog neprekidnosti | Ay — 0), piSemo:

Ay
oy x Ay ox
Eya B A Ax =y alMoax 75 Y
X
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Koeficijent elastichosti

U interpretaciji koeficijenta elasticnosti, dobivenim
rezultatom aproksimiramo relativnu promjenu funkcijske
vrijednosti y = f(x) kada se relativna vrijednost veliCine
x promijeni za neku malu vrijednost, npr. 1%.

Ay
A
Eyx = )1/ _—y-100
— Y
100

Dakle kada varijabla x raste za 1%, tada se funkcija
y = f(x) priblizno promijeni za E,, ,%.




Primjer 2. Zadana je funkcija potraznje q(p) = p* — 4p + 13
gdje je p cijena tog proizvoda. lzraCunajte i interpretirajte
koeficijent elasticnosti E ,, na razinama cijenap; = 11p, = 5.

qg(p)=2p—4
p p 2p* — 4p
E . =%2.4 = 2p —4) —
ap =g 1 T pT T ap + 13 (2P =) p? —4p + 13
2 _4 1
Eqp(1) = = T

Na razini cijena p; = 1, kada cijena raste za 1%, potraznja
priblizno pada za = %.




Primjer 2. Zadana je funkcija potraznje q(p) = p* — 4p + 13
gdje je p cijena tog proizvoda. lzraCunajte i interpretirajte
koeficijent elasticnosti E ,, na razinama cijenap; = 11p, = 5.

q (p) =2p—4

2-25—20 5

E — = —
q’p(S) 25 —20+ 13 3

Na razini cijena p, = 5, kada cijena raste za 1%, potraznja
priblizno raste za g%.




Primjer 3. Zadana je funkcija cijene p(q) = 23/q, gdje je g
koliCina proizvoda. Izracunajte i interpretirajte koeficijent
elasticnosti E,, , na razinama kolicine g; = 10 1 g, = 50.

1 , 2 2
p(q) = 2 g3 P(Q)=§'CI3
q g 72 _2 1 ., 12 1
Ep’q_g'p =—1§q3 =§.q133 —
2 q3

Na svim razinama koliCine g, kada koliCina raste za 1%,
. C i 1
cijena priblizno raste za 5%.
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Primjer 4. Zadana je funkcija korisnosti u(m) = 3 - e?™, gdje
Je m novCana masa. lzracunajte i interpretirajte koeficijent
elasticnosti E,, ,,, na razini nov€ane mase m = 5.

u(m) = 3 ™ u'(m) =3-e°™.2
m m
E .=—-1u = : = 2m
um U w /6’€M
E,m(5) =10

Na razini novéane mase m = 5, kada novCana masa raste
za 1%, korisnost priblizno raste za 10%.

LC. ALGEBRA



1 .
o ddiejep

cijena proizvoda. lzraCunaijte i interpretirajte koeficijent
elasticnosti Ej, ,, na razini cijenap = 1.

0—1-2p —2p

Primjer 5. Zadana je funkcija dobiti D(p) =

D)=tz T et
p / p _Zp _sz
Er. =—.D = . — — _
D,p D 1 (pz + 1)2 pz + 1 ED,p(l) 1
p*+1

Na razini cijena p = 1, kada cijena raste za 1%, dobit
priblizno pada za 1%.




Video materijali

Aleksandar Hatzivelkos:

1. Koeficijent elastiCnosti:

nttps://www.youtube.com/watch?v=JW9-kcZagGQ
nttps://www.youtube.com/watch?v=yf3W9RoDyMw
nttps://www.youtube.com/watch?v=_HmNg1Ktp44
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https://www.youtube.com/watch?v=JW9-kcZaqGQ
https://www.youtube.com/watch?v=yf3W9RoDyMw

Hvala ©
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