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Zasto nam trebaju odredeni integrali?

Nanjing University of Aeronautics and Astronautics:
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Problem povrsine

Lako je izraCunati povrsinu geometrijskog lika ako je taj
ik omeden ,ravnim” komadima granice tj. duzinama.
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Problem povrsine

Primjer 1. IzraCunajte povrsinu omedenu zadanim

duzinama i osi X.
:)2:6
b 2,=1,5
| 2 =9,
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Krivuljni trapez

Sto ako neki dijelovi granice ravninskog lika nisu ravni?

f(x)

.
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Krivuljni trapez

Krivuljni trapez omeden odozdo x-0si, s lijeva pravcem x = a,
s desna pravcem x = b 1 odozgo grafom funkcije f(x).
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Krivuljni trapez

Za povrsinu izmedu grafa funkcije i x-osi vrijedi:

\ f(7
ME O\ g M = max_f(x)

x€la,b]
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(b—a) m<P<b-a) M

o
a b

ALGEBRA



Darbouxova suma

PocCetna aproksimacija funkcije povrsinom pravokutnika
Clja je visina najmanja vrijednost funkcije na intervalu

[a, b], m = IEIEir}9 ] f (x) 1li najveca vrijednost funkcije na
xXe|a,

intervalu [a, b], M = rén[a%]f(x) je prilicno neprecizna.
xe|a,

Umjesto toga, interval [a, b] mozemo podijeliti na vise
manjih intervala, 1 na svakom od njih napraviti
aproksimaciju povrsine.
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Darbouxova suma
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Vidimo kako su aproksimacije sada bolje.

Sto se dogada ako poveéamo broj podintervala?
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Darbouxova suma
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Kako je razdioba intervala [a, b| gusca, to je aproksimacija
bliza stvarnoj vrijednosti povrsine.
Isto se moze pokazati i za maksimum funkcije.
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Darbouxova suma

intervala [a, b] mozemo
pridruziti slijedecCe sume:

NS /4 Svakoj podieli (razdiobi)

X Xp, X3 X4 X
Ax

k k
S(T') = A.X'i m; S(T') — Axi Mi
i=1 1=1

donja Darbuoxova suma gornja Darbuoxova suma
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Odredeni integral

Vidjeli smo kako se profinjenjem razdiobe vrijednost | gornje
| donje Darbouxove sume priblizava stvarnoj povrsini
izmedu grafa funkcije f(x) i x-osi nad intervalom |a, b].

Osim toga, za sve vrijednosti funkcije f(x) na svakom
pojedinom podintervalu vrijedi:

m; < f(x;) < M; za neki x; iz tog podintervala

k k k
Z miAxi < z f(xl)Axl < Z Ml'AXi
=1 =1 =1
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Odredeni integral

Prelaskom na limes kada Ax; — 0, odnosno prelaskom
na razdiobu s beskonacno mnogo podintervala, slijedi:

k
lim m;Ax; < llm f (x;)Ax;

lim Z fG)Ax; < Jlim Z M;Ax,

Ax;—
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Odredeni integral

Za lijjevu | desnu granicu ove nejednadzbe, odnosno za
donju 1 gornju Darbouxovu sumu, vidjeli smo kako tezi
povrsSini ispod grafa f(x).

< Jlim Z FO)Ax, <

Ax;—0

= lim Z i f(x;)Ax;

Ax;—0
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Odredeni integral

Kk
P = llm f(xl)Axl
xXi—0 =1

Dobiveni izraz nazivamo odredenim (Riemannovim)
iIntegralom funkcije f(x) na intervalu [a, b] | piSemo:

b
=ff(X)dx

https://www.youtube.com/watch?v=Stbcl1E5t5E4 (do 4:40)
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https://www.youtube.com/watch?v=Stbc1E5t5E4

Odredeni integral
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Newton-Leibnizov teorem

Opisana definicija definira odredeni integral kao
povrsinu ispod grafa funkcije f(x) nad intervalom [a, b].

No limese pripadnih Darbouxovih suma nije lako
racunati.

Stoga je kljucni rezultat Newton- Leibnizov teorem,
koji se jos | naziva Fundamentalni teorem integralnog
racuna.
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Newton-Leibnizov teorem

Neka je F(x) primitivha funkcija funkcije f(x),
{j. neka vrijedi:

F'(x) = f(x)

Tada za odredeni integral vrijedi:
b

jf(x)dx =F(b) — F(a).

a
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Newton-Leibnizov teorem

b
jf(x)dx = F(b) — F(a).

Iskaz teorema je jednostavan, no njegovo znacenje je

veliko.

Njime se povezuju dva bitno razliCita pojma: povrsina
Ispod krivulje (odredeni integral) i antiderivacija

(neodredeni integra

Upravo zato oba poj

Integralima.

).

ma nazivamo zajedniCkim imenom —
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Newton-Leibnizov teorem

b
ff(x)dx = F(b) — F(a).

Newton-Lelbnitzov teorem nam omogucava | jednostavan

nacin racunanja odredenih integrala:

* funkciji odredimo primitivnu funkciju (j. rijesimo
neodredeni integral)

* U primitivnu funkciju uvrstimo granice odredenog
Integrala | oduzmemo dobivene vrijednost
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Newton-Leibnizov teorem

Primjer 1. Odredite vrijednost integrala:
2
f x? dx
—-1

2 3 2 3 3
X —_—
szdx = — | _ - =D :2:3
—1 3 —1 3 3 3

Rjesenje:

Kod rjesavanja odredenog integrala vise ne koristimo
konstantu integracije c!
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REMEMBERS T0 ADD
+C ONINTEGRAL

\ WASA DEFINITE
INTEGRAL
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Newton-Leibnizov teorem

Primjer 2. Odredite vrijednost integrala:
[ e
;L x4 +1 *

2 —
JZ X " x“+1=t j-S)c/ dx 1 ‘5
1 2 2

= |2xdx =dt| = = —Int
2
X+ dx = dt/2x t 24 2

x=2 - t=2%+1
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Newton-Leibnizov teorem

Primjer 2. Odredite vrijednost integrala:
[ e
;L x4 +1 *

2
X x“+1=t 1
f dx = |2x dx = dt :f/.dx:_1n|t|+c

x“+1 dx = dt/2x| Jt 2 2
=%ln|x2+1|+c

2 x 1 , 2 1

f1x2+1dx:§1n|x +1|‘1=§(1n5—ln2)
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Newton-Leibnizov teorem

Primjer 3. Odredite vrijednost integrala:

/2
f xsinx dx
0

fxsinx dx:‘ u==x dvzsinxdx‘ =—xcosx+fcosx dx
du=dx v =—cosx
= —XCoSXx +sinx +c¢
f xsinx dx = (—xcosx+sinx)‘
0
= (-ZeosZ4sinT) — (0 +5sin0) =1
=(——cos—+ sin—) — sin(0) =
2 2 2

ALGEBRA



Svojstva odredenih integrala

Odredeni integral negativne funkcije kao rezultat daje

negativnu vrijednost!

2TC
f sinx dx = — cosx |
0

=0

1

(—1)

A

= —cos 2w — (— cos 0)
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Svojstva odredenih integrala

Svojstvo 1.

faf(x)dx =0

a

Ovaj integral predstavlja ,povrSinu” nad intervalom |a, a|,
odnosno ,povrsinu” linije.

Svojstvo slijedi iz Cinjenice da linijja nema povrsinu.

faf(x)dx = F(a) —F(a) =0
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Svojstva odredenih integrala

Svojstvo 2.

fbaf(x)dx = — fabf(x)dx

Zamjena granica integracije mijenja predznak integrala.
1 1 1

J —dx =In|lx|]|] =In1l—-Ine =0 -1=-1
e X

e
e

e

1

j—dx =In|lx|] | =lne —-In1l =1-0=1
1 X 1
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Svojstva odredenih integrala

Svojstvo 3.

ff(x)dx = ff(x)dx+ff(x)dx
. \ a c

\

Podrucje integracije
mozemo aditivno rastaviti
na manje dijelove.

F
a c b
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Svojstva odredenih integrala

Svojstvo 4. Ako je f(x) neparna funkcija tada je

Neparna funkcija:

F(=%) = —f(x) / o
flx) = x° '

3d —
f(x) =sinx _jlx g
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Svojstva odredenih integrala

Svojstvo 5. Ako je f(x) parna funkcija tada je

_fa f(x)dx = ZJf(x)dx

Parna funkcija:
f(=x) = f(x)
fx) = x2"

f(x) =cosx
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Svojstva odredenih integrala

Zadatak 1. KoristeCi svojstva odredenog integrala rijesite
sljedeci integral: n

4
fn(x +tgx)dx =0
4

Funkcija f(x) = x + tg x je neparna:

Fx) = X +tg(~2) = —x + oD

cos(—x)

B | —sinx B
=Xt —— = —(x+tgx) =—f(x)
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Svojstva odredenih integrala

Zadatak 2. Ako je [ sin? x dx =, odredite:

1T VA
T
f sin? x dx =2f sin“xdx =2 -—=1r
—TT 0 2

Funkcija f(x) = sin“ x je parna:
f(=x) = sin*(—x) = (sin(—x))”

= (—sinx)? =sin‘x = f(x)
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Svojstva odredenih integrala

Zadatak 3. Neka je F(x) primitivha funkcija funkcije
f(x). Odredite F(1) ako je F(2) = 3 i folf(x)dx =2,

fozf(x)dx =4,

2 1 2
f f(x)dx = j f(x)dx +j f(x)dx
0 0 1
4=2+F(2)—F(1)

4=2+3-F(1) = F1)=1
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Video materijali

Aleksandar Hatzivelkos:

1. https://www.youtube.com/watch?v=PB9g52tzHIk&list=PLcWN
1hg0ODxIDuvgKaGyXS8sVHmMxJi34l&index=2

2. https://www.youtube.com/watch?v=FNBel90nNeA&list=PLcW
N1hg0ODxIDuvgKaGyXS8sVHmMxJi34l&index=3

Toni Milun:

https://www.youtube.com/watch?v=CGKDbI27kBh8&list=PLXyqg
snSpBK5QbIX-ItSYyU3EProvrMBVWf
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https://www.youtube.com/watch?v=CGKbl27kBh8&list=PLXygsnSpBk5QblX-ltSyU3EPrOvrMBVWf
https://www.youtube.com/watch?v=CGKbl27kBh8&list=PLXygsnSpBk5QblX-ltSyU3EPrOvrMBVWf
https://www.youtube.com/watch?v=PB9g52tzHIk&list=PLcWN1hq0ODxlDuvgKaGyXS8sVHmxJi34l&index=2
https://www.youtube.com/watch?v=PB9g52tzHIk&list=PLcWN1hq0ODxlDuvgKaGyXS8sVHmxJi34l&index=2
https://www.youtube.com/watch?v=FNBel90nNeA&list=PLcWN1hq0ODxlDuvgKaGyXS8sVHmxJi34l&index=3
https://www.youtube.com/watch?v=FNBel90nNeA&list=PLcWN1hq0ODxlDuvgKaGyXS8sVHmxJi34l&index=3
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