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Diferencijalne jednadzbe

Diferencijalna jednadzba je jednadzba koja sadrzi |
derivaciju funkcije koju zelimo odrediti.

Diferencijalne jednadzbe razlikujemo po stupnju
derivacije funkcije koja se u njoj pojavljuje:

» diferencijalne jednadzbe prvog reda (sadrze y’)
» diferencijalne jednadzZbe drugog reda (sadrze y'’)

» diferencijalne jednadzbe viseg reda (sadrze vise
derivacije funkcije y)
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Diferencijalne jednadzbe

Diferencijalne jednadzbe koristimo u modeliranju mnogih
problema koji ukljucuju brzinu promjene neke veliCine.

Na primjer, u fizici se horizontalna i vertikalna komponenta
kretanja tijela moze opisati slijedecim diferencijalnim
jednadzbama:

m-x"'(t) =0 m-y'’'(t) = —mg

Radi se o0 jednadzbama koje slijede iz drugog Newtonovog
zakona gibanja: F =m-a
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Diferencijalne jednadzbe

U epidemiologiji je poznat tzv. SIR-model kojim se

pomocu diferencijalnih jednadzbi opisuje Sirenje

epidemije u populaciji.

S(t) — broj nezarazenih pojedinaca (Suspectible)

1(t) — broj zarazenih pojedinaca (Infectious)

R(t) — broj oporavljenih pojedinaca (Removed)
IS IS

S'=—B— ' =B — —vylI R' =yl
ﬁn ﬁn 14 Y
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Diferencijalne jednadzbe

Opcenito, diferencijalna jednadzba prvog reda je
jednadzba oblika

fl,y,y) =0
Postoji vise tipova diferencijalnih jednadzbi prvog reda:
- | separabilne y' =f(x)-g)
» linearne y' +p(x) -y =qx)

. Bernoullijeva y' +p(x) -y =qx)- y"
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Separabilne diferencijalne jednadzbe

Separabilne diferencijalne jednadzbe prvog reda se
mogu zapisati u obliku

y'=fx)-gQ)

Kod tog tipa diferencijalnih jednadzbi funkciju s desne
strane mozemo zapisati u obliku umnoska dviju
funkcija f 1 g, kojima su razdvojene (separirane) pojave
veliCina x 1 y.
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Separabilne diferencijalne jednadzbe

y'=f) - 9O»)
Postupak rjesavanja: y
1. Umjesto y’ piSemo Z—i F fx)-g)
2. Separi jednadzb = f(x)dx
epariramo jednadzbu g(y) =f
3. Integriramo jednadzbu j ff(x)dx
g()
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Primjer 1. Rijesite diferencijalnu jednadzbu

dy
2xy— =1
xydx
dx
2y dy = —

X

forar=]

dx

X

2xyy' =1

y? +c,=In|x| +¢, —¢4

y = i\/lnlxl + c

VY, = \/lnlxl +c

Y2 = —\/lnlxl

C

OPCE RJESENJE
DIFERENCIJALNE
JEDNADZBE
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Separabilne diferencijalne jednadzbe

Vidimo kako je rjesenje diferencijalne jednadzbe
zapravo klasa beskonacho mnogo funkcija.

Svaka nova vrijednost neodredene konstante ¢ daje
novo rjesenje diferencijalne jednadzbe.

Tu klasu funkcija nazivamo op¢€im rjesenjem
diferencijalne jednadzbe.
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Separabilne diferencijalne jednadzbe

Diferencijalna jednadzba je ponekad
zadana s dodatnim uvjetom kojeg rjesenje
mora ispuniti, y(x,) = y,.

Takav uvjet nazivamo pocetnim uvjetom.

Diferencijalna jednadzba koja je zadana
zajedno s pocetnim uvjetom naziva se
Cauchyjev problem.
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Separabilne diferencijalne jednadzbe

Cauchyjev problem rjesavamo tako da prvo odredimo
opcCe rjesenje zadane diferencijalne jednadzbe.

Potom u opce rjesenje uvrstimo vrijednosti iz zadanog
pocetnog uvjeta, | iz dobivene jednadzbe odredimo
vrijednost konstante c.

Rjesenje s tako odredenom vrijednosti konstante c
nazivamo partikularnim rjesenjem diferencijalne
jednadzbe.
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Primjer 2. Odredlte partikularno rjesenje dlferencualne
jednadzbe —y = 1 za koju vrijedi y(1) =

x? g 2 4 1
—vy' =1 J— yzfx‘ X y=e x-e
J’y Y
x? dy 1 B 1

— =1 Iny = - y=¢¢e <X
y dx X
1 1 1, OPCE RJESENJE
;dyzﬁdx y =€ X
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Primjer 2. Odredlte partikularno rjesenje dlferencualne
jednadzbe —y = 1 za koju vrijedi y(1) =

, C v : v 2
U opcCe rjeSenje uvrstavamo x =1,y = =

2
—=c-e”?!
e 1 _1
y =2e x y=c-e x
2 C
e e PARTIKULARNO OPGE RJESENJE
RJESENJE
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Separabilne diferencijalne jednadzbe

Separabilne diferencijalne jednadzbe Cesto se pojavljuju
U primjeni, pogotovo kada opisujemo procese koji su
proporcionalni brzini promjene.

Na primjer, problem rasta snjezne kugle:

- brzina rasta polumjera snjezne kugle proporcionalna je
povrsini snjezne kugle

- povrsina snjezne kugle proporcionalna je kvadratu
polumjera snjezne kugle
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Problem rasta snjezne kug

- brzina rasta polumjera snj

povrsini snjezne kugle

e:
ezne kugle proporcionalna je

r(t) — polumjer snjezne kugle u trenutku t

dr

— =k;-P

dt

- povrsina snjezne kugle proporcionalna je kvadratu

polumjera snjezne kugle
P =

dr
dt

2
kz'r

_:kl'P:kl‘(k2°T2):k‘T2
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Zadatak: Snjezna kugla u pocetnom trenutku ima radijus
od 2 cm. Nakon 10 sekundi kotrljanja niz padinu, radijus

snjezne kug

e je narastao na 5 cm.

Koliki Ce biti radijus snjezne kugle 15 sekundi nakon
pocCetka kotrljanja?
dr_k , dr—kdt fdr_fkdt
at r2 r2
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Zadatak: Snjezna kugla 'u pocetnom trenutku ima radijus
od 2 cm. Nakon 10 sekundi kotrljanja niz padinu, radijus
snjezne kugle je narastao na 5 cm.

Koliki Ce biti radijus snjezne kugle 15 sekundi nakon
pocCetka kotrljanja?

r(t) = 1 r(0) =2 r(E) = 1
—k-t—c c =—05 —k-t+ 0.5
r(10) =5 k =0.03 r(t) = !
—0.03-t+ 0.5
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Zadatak: Snjezna kugla 'u pocetnom trenutku ima radijus

od 2 cm. Na
snjezne kug

kon 10 sekundi kotrljanja niz padinu, radijus

e je narastao na 5 cm.

Koliki Ce biti radijus snjezne kugle 15 sekundi nakon
pocCetka kotrljanja?

- (15) = : 20
r(t) = —003-t+05 " ~ —0.03-154+0.5

Radijus snjezne kugle 15 sekundi nakon pocetka

kotrljanja Ce

1Iznositi 20 cm.
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,Predator-prey” model

U prirodi postoji dinamiCka ravnoteza
izmedu broja predatora (zivotinja koje
love druge zivotinje) i lovine.

PocCetkom 20. stoljeCa, Lotka I Volterra

predlozili su model koji opisuje kretanje
populacije predatora x(t) 1 lovine y(t) u
vremenul.
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,Predator-prey” model

Ako nema lovine, populacija predatora se smanjuje
brzinom koja je proporcionalna samoj populacijl
predatora.

Ako ima lovine, populacija predatora raste brzinom koja
je proporcionalna umnosku veliCine populacije
predatora | populacije lovine.

dx_ N
dr p-XT(q- Xy
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,Predator-prey” model

Ako nema predatora, populacija lovine raste brzinom
koja je proporcionalna veliCini populacije lovine.

Ako Ima predatora, populacija lovine se smanjuje
brzinom koja je proporcionalna umnosku veliCine
populacije predatora | populacije lovine.

dy_
dt_r Yy —S-Xy
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,Predator-prey” model

dx dy

Ez—'p-x+q-xy E=r~y—s-xy
Ako podijelimo te dvije jednadzbe, dobivamo:

dy

dt _ Ty~ S Xy ﬂzy(r—sx)

% —p-x+q-xy dx x(qy —p)

Tako smo dobili diferencijalnu jednadzbu koja opisuje
odnos veliCina populacije predatora i lovine.
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,Predator-prey” model

Rijesimo tu diferencijalnu jednadzbu za zadane
vrijednosti parametara p, q,, s

Zadatak: Rijesite diferencijalnu jednadzbu

dy y(4—2x)
dx  x(y-3)

tako da rjeSenje prolazi kroz to¢ku (1, e).
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dy y(4—2x) y—3 4 — 2x

N dy = d
dx x(y—3) y Y X *
y—3 4 — 2x 3 4
f dyzf dx f(l——)dyzf(——Z)dx
y X y X
y —3In|ly| =4In|x| —2x + ¢ Uvrstimo tocku (1, e).

e—3lne=4Inl1—-2+c = c=e—1

y—3In|ly|=4In|x| —2x +e—1
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(g

,Predator-prey” model

lacije lovine y u

<
o
o0
w
L)
-
<

funkcija y(x) koja pokazuje kolika je

y—3In|ly|=4In|x| —2x +e —1
veliCina popu

odnosu na veli¢inu populacije

Rjesenje je implicitno zadana
predatora x.




Newtonov zakon hladenja

Neka je temperatura kave u salici 70°C, te se nalazi u sobi
temperature 20°C.

Diferencijalna jednadzba koja opisuje promjenu temperature
kave u vremenu, T'(t), dana je Newtonovim zakonom

hladenja:
ar = —k - (T — 20

gdje je k neka konstanta proporcionalnosti.
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Newtonov zakon hladenja

ar _ k- (T — 20 ar_ _ k dt
dt ( ) T—20

dT
fT_20=f—kdt In|T —20| = —k-t
T — 20 = e kttc T=20+4c-e Kkt
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Newtonov zakon hladenja
T(t)=20+c-e *¢t

Konstantu integracije ¢ mozemo izracunati iz pocetnog uvjeta
da je temperatura kave u salici na pocetku (dakle za t = 0)
jednaka 70°C.

70=20+c- e’
c =50

T(t) =20+50-e7 %t
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Newtonov zakon hladenja
T(t) =20+50 ekt

No za odredivanje konstante proporcionalnosti k, treba nam
neka dodatna informacija.

lzracunati ¢emo vrijednost te konstante pomocu dodatnog
podatka da se temperatura kave u Salici nakon jedne minute
spustila za 2°C, tj. daje T(1) = 68.
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Newtonov zakon hladenja
T(t) =20+50-e7 %t

T(1) = 68

68 =20+50-e7k = e k=096 = k =0.0408

T(t) = 20 + 50 - e 00408

Kada je poznata funkcija promjene temperature kave, moguce
je odgovoriti ha razna pitanja.
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Newtonov zakon hladenja
T(t) = 20 + 50 - ¢~0:0408°¢
1) Kolika ¢e biti temperatura kave nakon 20 minuta?
T(20) = 20 + 50 - 70040820 =421
2) Nakon kojeg vremena ce temperature kave biti 35°C?
35 — 20 4+ 50 . ¢ —0:0408:t p—0.0408t _ 3

—0.0408t =1n0.3 t =295
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Video materijali

e https://www.youtube.com/watch?v=T390W|sTI6s&list=PLcWN1
hg0ODXxnNIVevhnKFQN5A3HNhCALr Cé&index=2

e https://www.youtube.com/watch?v=105t0Owv|8ol&list=PLcWN1h
g0ODxnNIVevhnKFgNSA3SHNCALr C&index=3

e https://www.youtube.com/watch?v=0XdwTZb7700&list=PLcWN
1hg0ODXNNIVevnKFgNSA3HNhCALr C&index=4

e https://www.youtube.com/watch?v=GKvx6sG Uc4&list=PLcWN
1hg0ODXNNIVevnKFgNSA3HhCALr Cé&index=5
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https://www.youtube.com/watch?v=IQ5tQwvj8oI&list=PLcWN1hq0ODxnNlVevnKFqN5A3HhCALr_C&index=3
https://www.youtube.com/watch?v=IQ5tQwvj8oI&list=PLcWN1hq0ODxnNlVevnKFqN5A3HhCALr_C&index=3
https://www.youtube.com/watch?v=OXdwTZb7700&list=PLcWN1hq0ODxnNlVevnKFqN5A3HhCALr_C&index=4
https://www.youtube.com/watch?v=OXdwTZb7700&list=PLcWN1hq0ODxnNlVevnKFqN5A3HhCALr_C&index=4
https://www.youtube.com/watch?v=GKvx6sG_Uc4&list=PLcWN1hq0ODxnNlVevnKFqN5A3HhCALr_C&index=5
https://www.youtube.com/watch?v=GKvx6sG_Uc4&list=PLcWN1hq0ODxnNlVevnKFqN5A3HhCALr_C&index=5
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