MATEMATIKA
Vjezbe

3. ishod




Matrice

Matrica (reda ili formata m,n ili mn) je pravokutna shema elemenata
A;j; koji su poredani u m redaka i n stupaca.

a 11 aq2 e A1n Reci matrice
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matrice | Ova matrica dakle ima
Stupci *1n Stl_lpﬂ{-?ﬁ
matrice - m1 redaka

TIP ili FORMAT matrice A prikazuje koliko matrica ima elemenata 1 na
koji nac¢in su ti elementi poredani.

Skup svih realnih matrica tipa (in,n) ozna¢avamo sa an(]]%) ili M, -

Ako je Aean onda kazemo da je A realna matrica tipa (1m,n).
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Element matrice a;j nalazi se na presjeku i-tog retka i j-tog stupca.
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Matrice

KVADRATNA MATRICA

Ukoliko je m=n matrica se naziva kvadratnom matricom.

—

ﬂkau "t Qqn
azq == U2

A"_ = [ﬂij'], L} € {1, ,n} Aﬂ —

Glavna dijagonala je uredena n-torka brojeva (a1 ,@22 , ..., Apn)

DUAGONALNA MATRICA

[T ::-EK'"\?I‘??-.

= Glavna dijagonala

Kvadratna matrica A, = |a;],i,j € {1, ...,n}u kojoj su svi elementi izvan

glavne dijagonale jednaki o, tj.

p a;;=0,zai #]j
no {au- #0,zai=j




Matrice

JEDINICNA MATRICA

Dijagonalna matrica A4, =|q;|.i,j €{1,..,n} 1 Kkojojsu svi elementi glavne
dijagonale jednaki 1, tj.

a;i =0,zai #] 1 0 O]

I ;{ /
n {II'}' = 1,Zﬂl—} Iﬂz ‘? :;l :.. ‘?
ili @17 =Ayz =A33= ... =dpy, =1 0 O 1]

NUL MATRICA MATRICA

Matrica Amn = [ﬂf;];f e{l,..,n},je{l,..,m} ukojoj su svi elementi jednaki

0, 1. 0 0 - o
Omn = {c ;= 0,zasvakii,]j 0, = U U - U
0o 0 - O




Matrice

TRANSPONIRANA MATRICA

Kazemo da je matrica B transponirana matrica matrice A = [a]
formata (m,n) ako je

B = / ormata (?‘l, 'nl? ) .' i € {1,...,m}.j € {1, waiJE) i piéelllo B = A*
a;; = by; ,za svakii,j

Drugim rijeéima.

Ako matrici A zamijenimo retke i stupce (i to tako da 1. redak piSemo kao prvi stupac, 2. redak ako 2. stupac,

etc.) dobijemo matricu AT koja je transponirana matrica matrici A.

SIMETRICNA MATRICA

Kvadratna matrica 4, = [a;].i,j € {1,...,n} u kojoj vrijedi

A, = {a,, = a;;,za svakii,j A,




Matrice
JEDNAKOST MATRICA

Neka su m i n prirodni brojevi.
Matrice A i B su jednalke i pisemo A = B onda i samo onda ako su
» one istog tipa
» 1m svi elementi jedna™ -
Tj.
AiB suistog formata (m,n)

a=b= {aﬁ — b, ,zasvakii € {1,...,m},j €{1,..,n}

ZBRAJANJE MATRICA

Matrice se mogu zbrajati samo ako su istog tipa (m,n), a kao rezultat se

dobije matrica .
) ) ) A Bsutipa(m,n) = C = A+ B tipa (m,n)

koja je takoder tipa (m,n) , tj.
Elementi matrice C dobiju se zbrajanjem elemenata matrica A i B na istom

mjestu, tj. ¢i; = @;; + by, za svakili,j



Matrice

MNOZENJE MATRICE SKALAROM

Ponovimo: skalar je realni broj
Neka je Ae R , A =|a;;] matrica formata (1m,n).

Matrica se mnozi skalarom tako da se svaki njeni element pomnozi
skalarom, tj.

4 iy o Uyn Aay; Aa

12 Aay,
1A= 24" a'_.—" G':—'"—" ':"'_'—"'” -';l”;?.l *':-'5'5_7'.:'. | -RU:F.n
i Ui o Umn -":I-':'lrri“ ":lun-l "' ":lu:lr.lr.‘
Oduzimanje matrica A — I definira se kao

A—B=A+(—-1)-B



Matrice

MNOZENJE MATRICA

2 matrice mozemo medusobno pomnozZiti samo ako su ulanéane, tj.

Ako matrica A ima onoliko stupaca
m A . koliko matrica B ima redaka (onda za
matrice A i B kaZzemo da su ulanéane).

n hin ]

A(m,T}- B{nl » = Conp)

P

Element c;; matrice A - B = (C dobije tako da se elementi i-tog retka matrice A pomnoze
redom elementima j-tog stupca maitrice B te se dobiveni produkti zbroje:

i1 b1 + gz by, +---+a;, "b,,; = Cij
A ¥ rin s § i e f ’
)




Zadaci

90.1. Zadane su matrice A = [2 3 7] | B = E _31 4].

1 0 1

|zraCunajte:

a) A+B

b) 24" — 3BT

c) 24+ BT

> 2 2 3 1 4 -1 2

0.2. Zadane su matrice 4 = Z :; ,B:[2 o 4 0 |C=[O 3].

|zraCunajte:

a) A-B

b) C-BiB-C
c) A+C



9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

Zadaci

IzraCunajte AT - AiA- AT akoje A =

:w = L r—x:

Neka je A = [_23 (1)] IzraCunaijte f(A4), ako je f(x) = x3 — x + 3.

Odredite sve parametre x,y,z € R za koje su matrice A | B jednake.

x+ 3 —2X 4
a=["17 5 B=laiy 14y

Odredite sve parametre x,y € R za koje su matrice A | B
komutativhe obzirom na mnozenje ako je:

a=[2 3 m=lg T



Zadaci

9.7. Odredite sve parametre x,y € R za koje je matrica A4 - B simetricna.

x vy 0 -1 2 0
A=12 0 4], B=|13 0 -1
0 x 1 0 4 1

9.8. Rijesite sljedecCe matricne jednadzbe:

a) A—2X =3B, akoje A = [_31 é],B= [_24 ;]

b) 247 ~2(X + 1) = B, ako je 4 = [_22 (1)],B= [_12 _33]

Knjiga ,Matematika za IT”, QR kod str. 139.



Sustav linearnih jednadzbi

Sustav linearnih jednadzbi rjeSavamo Gauss-Jordanovom
metodom tako da proSirenu matricu sustava [A|b] elementarnim
transformacijama prevodimo u matricu oblika [I|b].
Elementarne transformacije :

* mnozenje ili dijeljenje retka brojem razliCitim od nule

« zamjena redaka / stupaca

* mnozenje retka brojem razliCitim od nule i pribrajanje nekom
drugom retku



Zadaci

10.1. Gauss-Jordanovom metodom rijesite sustav:

a)
2x + vy 4+ z = 2
X + Zy + z = 3
x + y + 2z = -1
b)
-x + 3y — z = -8
2x + 3z = 12
2y + z = 0



Zadaci

10.2. Gauss-Jordanovom metodom rijesite sustav:

a)
X1 + 2X2 + 3X3 — 3
—2Xq + x3 = =2
Xy + 2x, — X3 = 3
—x; + 2x, + 12x3 = 1
b)
x +y — z = 4
x + vy + z = 2



Zadaci

10.3. Gauss-Jordanovom metodom rijesite sustav:

a)
x — 2y + z = 5§
2x + y = -1
3x — y + z = 2
b)
X + Yy — w = 5
X — 'y - 2z + w = 1



Zadaci

10.4. Gauss-Jordanovom metodom odredite inverz matrice:

a)
12 7
A_[1 3

b)
1 2

3 4



Zadaci

10.5. Gauss-Jordanovom metodom odredite inverz matrice:

a)
1 2 3
A=10 1 4
5 6 0
b)
1 1 0 O
1o 1 1 0
B_0011
0o 0 0 1]

Knjiga ,Matematika za IT”, QR kod str. 147.



Determinante

Svakoj kvadratnoj matrici A(n,n) moze se pridruziti realni broj |A| = det 4
Ay Qg Ay,
A1 Gy Ao
detA = : .
anl a‘fih! amz

Determinanta je funkcija koja preslikava skup kvadratnih matrica M,,
u skup realnih brojeva, tj. detA: M,, = R definiran na slijededi nacin:

n=1 A= |a,,] detA=a

a1 Aq2
n=2 A= [ ‘
Az1 Az

a a
detA:‘ 11 12

= Qy1022 — 0104
asy azz‘ 11822 — Q21012



Determinante

Ay1 Qqo o Qqy

3 o s U2n

_anl ) ann_

Ay 4y Qin

P21 @z - Qg
detA4 = ’

anl a‘nZ ann

Element
matrice po
kojem
razvijamo
determinantu

La Place-ov razvoj determinante

Mjesto na kojem se
nalazi element po
kojem razvijamo
determinantu

Algebarski
komplement

Determinanta
matrice bez i-tog
retka i j-tog
stupca

La Placeov razvoj determinante matrice moZe iciili po retku ili po stupcu.



Determinante

Laplace-ov razvoj

n
Po i-tom retku: detA = Z(_l)”j “a;j - detAy;
j=1
n
Po j-tom stupcu: detA = Z(—l)“‘i - Qyy - detAy;
i=1

Determinante 3. reda mogu se raCunatii po tzv. Sarrusovom pravilu.

= (11Qp2033 + A12Ap30371 + Q130421032

= A310720913 — A320A23017 — Q33021047

Ovo pravilo vrijedi samo za determinante matrica koje su najvise tipa 3.
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Svojstva determinante

Determinanta se mnoZi skalarom tako da se jedan (bilo koji) njezin
redak/stupac mnoZi tim skalarom

Ako zamijenimo dva retka/stupca matrice, determinanta mijenja
predznak

Determinanta se ne mijenja ako nekom retku/stupcu pribrojimo neki
drugi redak/stupac pomnoZzen skalarom

Determinanta matrice koja ima nul-redak/nul-stupac je nula

Determinanta matrice s dva jednaka retka/stupca je nula.

Determinanta trokutaste matrice jednaka je umnosku elemenata na

dijagonali

Transponiranjem matrice vrijednost determinante se ne mijenja:
det A = detAT

Determinanta umnoska dviju matrica jednaka je umnosku njihovih
determinanti



Zadaci

11.1. Odredite determinantu matrice:

a) c)

A

b) d)
2 3 1

0 —4 -2

— ON R

3 4
8 7
2 1

o RO Ul

—5
_2]
8




Zadaci

11.2. Odredite sljedecCe determinante:

a) c)
1 -1 2 5
1 2 -1 0
-4 4 1 0
0
b) d)
1 2 -1 1 3
2 3 1 -1 0
0 1 2 3 2
1 0 0 -1 2

Knjiga ,Matematika za IT”, QR kod str. 153.
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Inverz matrice

Neka je A regularna matrica. Inverz je dan (Cramerovom) formulom

— 1
AT = ——-[4;]",
pri ¢emu je 4;; = (—1)'*/ - M;;, gdje je M;; determinanta matrice
koja nastaje iz matrice A uklanjanjem i-tog retka i j-tog stupca.

Cramerova formula za inverz je jednostavna u sluCaju 4 € M,.

T I S S L)



Zadaci

11.3. Cramerovom formulom odredite inverz matrice:

a) b) c)

ey B EA B

11.4. Rijesite sljedecCe matricne jednadzbe:

a) AXB = C, ako je: A=[_13 :ﬂ,B=[(1) (5)],6:[(3) g

b) AX —2X = B,akoje: A= |1 T B=[1, °]



Zadaci

11.5. Rijesite sljedeCe matriCne jednadzbe:

a) AX +1 =B+ BX, ako je:

=l o[

b) (4AX)~1 + X~! = B, ako je:

-l o= 15

Knjiga ,Matematika za IT”, QR kod str. 161.



Vektori

Duzinu AB kod koje razlikujemo pocetnu i zavr$nu to¢ku nazivamo
usmjerena (orijentirana) duzina i oznacavamo AB. S toCkama A i B

mozemo zadati dvije usmjerene duzine AB i BA, pri ¢emu one nisu
jednake.

Vektor je skup svih usmjerenih duzina koje su medusobno paralelne
(Jjednakog smjera), jednakih duljina | orijentacija.

Duljina vektora AB (modul, norma vektora) je duljina duZine AB.
Oznaka |AB|.



Vektori

Vektori su istog smjera, ako pripadaju paralelnim pravcima ili istom
pravcu. Za vektore koji su istog smjera kazemo da su kolinearni ili
linearni zavisni, a za one razliCitog smjera da su nekolinearni,
tj.linearno nezavisni.

Vektorima istog smjera mozemo promatrati i orijentaciju. Dva vektora
Su iste orijentacije ako su im strelice okrenute na istu stranu, a
suprotne ako pokazuju na suprotne strane.

Za vektore s istom duljinom, smjerom | orijentacijom kazemo da
su jednaki.



Vektori u koordinatnom sustavu

Radij vektor (radijus vektor) tocke A(x,y, z) je vektor s poCetkom u
iIshodistu i s krajnjom toCkom u tocki A.

X
r_A’=O_A>=x-?+y°f+2-l_c>=[y]
Z

I,7, k - jediniéni radij vektori
Koordinatni prikaz vektora s pocetnom toCkom A(xy, y4,2z;) i zavrSnom
B(x3,y2,2;) j€:

AB = (x;— x1) i+ (72— y1) T+ (22— z) k

Duljina vektora ﬁje:
|AB| =/ (xa— x1)%+ (2 — y1)? + (22 — z1)?




Umnozak vektora

Skalarni umnozak vektora @i b :
d-b=1\dl-|b|-cosp =ab, +ayb, + asbs

pri Cemu je ¢ veliCina kuta medu vektorima, te

aq
&=a1?+azj+a3k=[az] b = bT+ b,j+ b3k = |b,].
as

Vektori su okomiti ako je skalarni umnozak jednak O.

Vektorski umnozak vektora d i b je vektor @ x b okomit na vektore
d, b i takav da vrijedi:

L o7k
|a>< b|=|a|-|b|-sing0 AdX b=|a;, a, as
by by b3

dx b= (azbs — azby)i + (azby —aq b3)j + (ayb; — a,by)k



Zadaci

12.1. Prikazite vektore s poCetnom toCkom A i zavrsnom tockom B ako je:
a) A(-2,3), B(3,4) b) A(-2,3,1), B(3,4,2)

12.2. Odredite po&etnu todku vektora AB = —31 + 5] ako mu je zavréna tocka:
a) B(0,0) b) B(4,-6) c) B(-3,5).

Danom vektoru zatim odredite i modul.

12.3. Odredite po&etnu totku vektora AB = —317 + 5] + 2k ako mu je zavréna
tocka:

a) B(0,0,0) b) B(4,-6,1) c) B(-3,5,0).

Danom vektoru zatim odredite 1 modul.



Zadaci

12.4. Odredi nepoznatu koordinatu tocke A(2,y, 3) tako da duljina vektora
AB,gdje je B(—1,2,0) bude jednaka 6.

12.5. Dane su to¢ke M(2,3,—1), N(—1,4,0) i P(2,—3,1). Linearnom
kombinacijom okomitih jediniénih vektora 7, 7, k prikazite vektore:

a) MN + NP b) MN + PN c) MN + MP
d) 4MN —3 NP e) -~ MN +> NP

12.6. Odredite kut medu vektorima:
a) d=—-31—47+2k i b=30—-4]+ 2k

21 . [-2
b)a=[5]ib=[5]
-3 3



Zadaci
12.7. Odredite realni broj t tako da vektori budu okomiti:

a) d=tl+3]+2ki b=1-4] +2k

6 T 4
b) a=| =t |ib=|t+7
t+1 —2

12.8.Zad = (1,1,0) i b = (—1,2,1) odredite:

a) dxb b) bxd ¢) 2dx3b

12.9. Odredite povrsinu trokuta i paralelograma razapetih vektorima

11 [-1
SHERSE
0 1

Knjiga ,Matematika za IT”, QR kod str. 172.




Hvala na paznji!

<




