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Definicija determinante

Determinanta je broj (skalar) koji se definira za kvadratne matrice.
Oznaka: det(4),det A4, |A|
Za matrice veliCine 1 x 1,1). za A € My

A =]|a] = detd = |a| = a

Determinanta matrice s jednim elementom je upravo taj element.




Definicija determinante

Za matrice veliCine 2 X 2,1). za A € M5

a-le

I = detA=‘CCl><Z‘=a-d—b-c

Primjert:

5 3‘_23 1-(=2) =6+2=28

3 6] o
‘24 =3.4-6-2 =12—-12=0




Definicija determinante

Za matrice veliCine 3 X 3, tj. za A € M5 koristimo Sarrusovo pravilo:

zbroj umnozaka na
glavnim dijagonalama

%%%;%=(a-e-i+b-f-g+c-d-h)
—(c-e-g+a-f-h+b-d-i)

zbroj umnozaka na sporednim dijagonalama /
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Definicija determinante

|zraCunajte vrijednost determinante slijedece matrice:

1 0 2]
A=|-1 2 0
3 -1 1]
1
Al = |—1 2 =(24+0+2)—(12+0+0) = -8
1

LC\ ALGEBRA



Laplaceov razvoj

Za matrice veliCine n X n, tj. za A € M,, koristimo Laplaceov razvoj
determinante.

Laplaceov razvoj determinante se provodi po nekom retku ili stupcu
determinante, prema formuli:

n
|A| = Z(_l)i+jaif -|4i;|  (razvoj po i-tom retku)
j=1
n

|A| = 2(—1)"”% 14| (razvoj po j-tom stupcu)
i=1




L

Laplaceov razvoj

n
Al = 2(_1)i+jaij |4y
=

: : a a a
U danoj formuli |A;;] H ‘ o
. . a1 api A2n
predstavlja determinantu SN :
koju dobijemo kada iz |4i;] = lan . o
determinante |4]| izbacimo : . : :
i-tl redak 1 j-ti stupac. Apy b Ann
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Pomocu Laplaceovog razvoja izracunajte vrijednost determinante
slijedecCe matrice:

] 0 2]
A=|-1 2 0
I 0 ]2 3 -1 1]
-1 2 10
3 —-111
_ 143 -1 2 243 1 0
= (D320 S| +ED 0 ‘3 _1\+( 1331 | D
1 o— 1 0 1 0
-1 2 F 12 H -1 2
3 -1 3 -1 =

=2-(1-6) =0 +(2+0) =-
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Pomocu Laplaceovog razvoja izracunajte vrijednost determinante
slijedecCe matrice:

1 0 -2 1
=20 2 o
A=13" 1 1 >
1 0 1 -3
—12 8 _22 (1) 1 -2 1
3 -1 1 2 =04+0+(-1)°*?- (-1 |-2 2 0(+0
~1 |lo| 1 =3 -1 1 =3

=(—6+0-2)—(-24+0-12)=6
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Svojstva determinanti

1) Determinanta kojoj su svi elementi u nekom retku ili stupcu
jednaki nuli, ima vrijednost nula.

2) Determinanta koja ima dva ista ili proporcionalna reda / stupca,
Ima vrijednost nula.

O R HIN
o OO O

W DNW =
W o= DN
SN =D
W OO
N R =
S BN D
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Svojstva determinanti

3) Determinanta gornje trokutaste | donje trokutaste matrice
jednaka je umnosku elemenata na dijagonali

=2:-2-1-3=12
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Svojstva determinanti

4) Ukoliko u determinanti zamijenimo dva retka / stupca,
determinanta mijenja predznak.

5) Determinanta ne mijenja vrijednost, ukoliko iz jednog retka ili
stupca izluCimo neku vrijednost.

) {9 {4 3 0 0 1 0 O
o ol =2l al=2l sl 03 g oL
o ol 7203 4 2700 1 o

0 0 1




Svojstva determinanti

6) Ukoliko u determinanti neki redak (stupac) pomnozimo brojem
(koji nije nula), | dodamo ga drugom retku, determinanta ne
mijenja vrijednost.

Ny O =
O =N
W N =
|_T
NS
4 N
|l
SO =
|
N
N
_ DN =
L&
_|_
|l
o O
) ND
|l
O
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Svojstva determinanti

/) Za kvadratne matrice A, B € M,, vrijedi:
det(4 - B) = det(A) - det(B)

Odredite vrijednost determinante det X, X € M, ako vrijedi A - X = B,

te je poznato A = [(1) _12] B — [_13 i |
|1 1] B
1 2
det(4 - X) = detB det(B) = 3 gl = 7

det(A4) - det(X) = detB (=2)-det(X) =7 det(X) = —;




Svojstva determinanti

8) Za regularne matrice A € M,, vrijedi:

_1 —
det(4™) dot(A)
1 2 1
Odredite det(4™1) akojed =0 1 2
2 0 3
1
det(4) =9 det(4™1) = 5

|zracunali smo koristeci
svojstva determinante.




Svojstva determinanti

9) Transponiranje kvadratne matrice ne mijenja vrijednost
pripadne determinante:

det(AT) = det(4)

1 1_ o [ mmmm ) e N e ™™ e
; 2‘_1(2)31_5
1 3 | |

. 2‘_1(2)31_5




Inverz matrice

Osim pomocu Gaussove metode, inverz matrice se moze
racunati i uz pomoc¢ determinanti (Cramerovo pravilo).

Neka je A regularna matrica. Inverz je dan formulom

A = det A [”]

pri éemu je 4;; = (—1)"*/ - M;;, gdje je M;; determinanta matrice
koja nastaje iz matrice A uklanjanjem i-tog retka 1 J-tog stupca.




Inverz matrice

Za matrice A € M,,, postupak je vrlo jednostavan:

1 _
Azlccl Z = A_lzad—bc.[—dc ab]

1 2

Odredite inverz matrice 4 = [3 4l




Inverz matrice

1 0 2

Odredite inverz matrice A =|—-1 1 0.
0 1 3

1 T
A~1 = 1A

det A [ ”]
1 0 2
detA=|—-1 1 0|=1

0 1 3




Odredimo elemente matrice [Al-j]: i m
A= |-
A
All — (—1)1+1 1 g| — 3 | | [ U]

Ay = (=D _01 g =3 | ; g _11-
A= 03| = .
Ayq = (—1)2+1 2 g =2 Az =(—1)3+1 2 (2) = —2 [ALJ]T
Ayy = (=1)7+2 (1) g =3  Asy =(-1)°"? _11 3 = —2 3 2 =2
for= 22| Y=ot agy = | L =1 5 ) T
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Inverz matrice

1 0 2
Odredite iInverz matrice A=|—-1 1 0]}.
0 1 3
1 0 2 . 3 2 =2]
detA=|-1 1 0|=1 [4;;] =13 3 -2
0 1 3 -1 1 1.
3 2 =2
1 T
A_1= [Al]] — 3 3 —2
detA 101 1.




Cramerovo pravilo za sustave

Cramerovo pravilo se koristi i za rjesavanje sustava linearnih
jednadzbi.

Omogucava nam rjeSavanje sustava pomocu determinanti.

Pomocu Cramerovog pravila mozemo rjesavati iskljuc€ivo
kvadratne linearne sustave - n jednadzbi s n hepoznanica.

Moguce je odrediti iskljuCivo jedinstvena rjesenja.

Cramerovo pravilo ne razlikuje kontradiktorne sustave od
sustava s parametarskim rjesenjima.




Cramerovom metodom rijesite sustav:

2x + y 4+ z = 4
x — 2y = 4
2y + 3z = 1

Prvo izraCunamo determinantu sustava D, u koju ulaze
koeficijenti koji se nalaze uz nepoznanice:

2 1 1] 2 1
D=11 -2 0l 1 -2=(-124+0+4+2)—(0+0+3)=-13
0O 2 310 2




2x + y 4+ z = |4
2y + 3z = |1

Potom formiramo determinantu D,., tako da stupac u kojem se
nalaze koeficijenti uz x zamijenimo s stupcem desne strane

Sustava.:
401 174 1

Dy=||4]| -2 0|4 —2=(-24+0+8)—(-2+0+12)=—26
1| 2 301 2

Sadaje: |r=-%|= 2=

adaje: |x=—|=—75=
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2x + y + z =4
2y + 3z = |1

Na isti nacCin odredimo vrijednosti druge dvije nepoznanice:

2 (a4l 1] 2 4
Dy=1{1]4|0]1 4 =(Q44+0+1)—(0+0+12) = 13
ol1/3l 0 1
D 13
y
- | =— = -1
Y= |” 213
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2x + y + z =4
2y + 3z = |1

Na isti nacCin odredimo vrijednosti druge dvije nepoznanice:

2 1 |42 1
D,=|1 -2 |4||1 -2 =(-4+4+04+8) —(0+16+1) =—13
o 2 [1llo 2
D, | —13
o — :_:1
=D |T 13
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