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Geometrija ravnine

Linearna algebra nam omogucava velik broj manipulacija
objektima u ravnini.

Jedna od primjena tih mogucnosti jest — raCunalna grafika.

Linearna algebra nam omogucava transformacije podataka
koje racunalo prikazuje na ekranu, Cime kreiramo razliCite
vizualne efekte, poput zrcaljenja, rotiranja ili rastezanja
razliCitih objekata u ravnini.

No, prvo su nam potrebne definicije objekata u ravnini na
kojima mozemo upotrijebiti mehanizme iz linearne algebre.
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Tocka u ravnini

ToCka se u ravnini prikazuje

pomocu radij vektora. 4

. T(x,y)
Radi] vektor je vektor kojemu je

pocCetna toCka u ishodistu, a 2
zavrsna toCka u promatranoj -
toCki T (x, y). h

_ X

’r_T’=0T=x-?+y-]=y 4l
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Pravac u ravnini
A

Pravac u ravnini prikazujemo
pomocu radij vektora toCaka na 4l
pravcu.

Svaki pravac ima vektor koji
odreduje njegov smijer.

Tih vektora je beskonacno
mnogo, N0 nama je potreban
samo jedan.

Oznadavamo ga s s i zovemo
vektorom smjera pravca. ol
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Pravac u ravnini
A

Pored vektora smjera potrebna

nam je jedna istaknuta toCka na 41
tom pravcu, tj. njen radij vektor. \ ! v, ]
Sada se radj A(1,2) -

J vektor svake 5|
toCke na pravcu, T(x,y), moze
prikazati kao zbroj radij vektora T T 6 v)
todke A i rastegnutog (il R A
skupljenog) vektora smjera s: -2 -1 1 2713 4 5

—
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Pravac u ravnini
A

rr=1,+t-S A
U nasem primjeru ta jednadzba \ 3=[2 ]
glasi: A(1,2) —1
21
= 1. . [ 2 ]
A —1 1 =7
4 T(x,y)
— _ [11  [2t - - .
il PY [_t] -2 -1 1 2Tr3 4 5
— [1 + 2t -1
L Ll
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Krivulje u ravnini

Slicho, kao i kod pravca, svaku krivulju u ravnini predstavljamo
radij vektorom tocaka te krivulje.

Ako zelimo prikazati graf neke funkcije f(x), tada toCke s grafa
te funkcije mozemo prikazati pomocu radij vektora

-

r = :fécx)] =x-1+f(x)J

Istaknimo jednu krivulju koja se Cesto koristi — kruznicu
polumjera R sa sredistem u ishodistu:

5 _ [Rcost] _ S o
[Rsint]_RCOSt L+ RsInt - J, t € (0,27}

Takav zapis kruznice jos se naziva i polarnim zapisom.
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Translacija

A
Translacija je preslikavanje u ravnini

koje svaku toCku ravnine pomicCe u 5|
IStom smjeru za istu udaljenost.

Translacija u ravnini je funkcija
t: R? - R? koja radij vektor 7 3¢
preslikava u radij vektor ' = t(7)
takav da vrijedi:

%,

=7+t 1

,
x
:
-
VS
:
:

Translacija ne mijenja oblik i veliCinu

objekta.
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Translacija

Na primjer, ako zelimo dobiti vektorsku jednadzbu kruznice
polumjera 3 sa srediStem u tocCki T(—1,2), tada jednadzbu
Kruznice polumjera 3 sa sredistem u ishodistu

= [3 cost
ke 3sint
trebamo translatirati za radij vektor novog sredista,
—> _1
T't — [ 2
r=r,+7;
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Translacija

Translatirajte pravac y = 1 — 2x tako da prolazi tockom T(1,1).
Zapisite vektorsku jednadzbu novog pravca.

Zapisimo prvo pravac u vektorskom obliku.
On ocigledno prolazi tockom A(0,1).

Kod eksplicitne jednadzbe pravca y = kx + [ vektor smjera
mozemo uvijek zapisati u obliku s = [11(] .

To znadi da u ovom sluéaju vrijedi: s = [_12] .

P=[+el] = L,




Translacija

Translatirajte pravac y = 1 — 2x tako da prolazi tockom T(1,1).
Zapisite vektorsku jednadzbu novog pravca. \

lel—tZt] ’

Odredimo sada vektor translacije.

Za to nam moze posluZiti bilo koji 2 T\ 2
vektor koji neku toCcku s pravca 1]

translatira u to¢ku 7(1,1).
Na primjer: £ = AT = [(1)]
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Translacija

Translatirajte pravac y = 1 — 2x tako da prolazi tockom T(1,1).
Zapisite vektorsku jednadzbu novog pravca. \
Dakle, novi pravac ima jednadzbu: 2|
-/ - - 1
r =r+t
B £ 1 2 -1 1\ 2
- [1—215] t [o] 4l
_ [ t+1 ] )
1—2t -3




Osna simetrija

Osna simetrija je preslikavanje ravnine koje toCku ravnine T
zrcali preko nekog pravca u tocku T'.

Pravac oko kojeg vrSimo zrcaljenje naziva se 0s simetrije.
Pokazati cCemo kako se u ravnini vrSe osne simetrije obzirom

na koordinatne osi, tj. osnu simetriju obzirom na 0s apscisa |
osnu simetriju obzirom na os ordinata.




Osna simetrija

A

Osna simetrija oko osi apscisa T(x,y)
(x-osi) toCku T (x,y) preslikava 2 5
u to¢ku T'(x, —y).
Takvo preslikavanje postizemo
koristenjem matrice my 5 3
preslikavanja:
1 o 1
O =1, —1]
L[ 0P [ * T
Ox - Tr = [o —1]' y] B [—y T'(x,—y)
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Osna simetrija

Osna simetrija oko osi ordinata
(y-osi) tocku T (x, y) preslikava

('Y

u tocku T'(—x, y). T'(—x,y) T(

NI

¢, y)

A\

Takvo preslikavanje postizemo
koristenjem matrice

—

preslikavanja:

o= 1

07 =g A-bl =151
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Osna simetrija

Preslikajte pravac 7 = [1 ;_Ei] preko

: : R 2|
osli ordinata.
Trebamo odrediti dvije toCke na
pravcu:
. !
t=0 = r = _%]
— — o — o
t=1 2=

Preslikati Cemo te dvije toCke.
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Osna simetrija

Pr-eslikéjte pravac 7 = El_fi] preko |
osl ordinata.
SIS IE
— __1]
:—1
S R A
— '1]
0 N
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Osna simetrija
7 =0 7 ==

Vektor smjera novog pravca:.

-

F= e[
-/ _1+2t
4 :[—1+t]
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Osna simetrija

Dakle, osnom simetrijom smo pravac

> [1 — 2t
-1+t
preslikali u pravac
21— [—1 ~+ Zt]
-1+t

Isti rezultat dobijemo primjenom matrice osne simetrije
neposredno na vektorsku jednadzbu pravca:

e P B et e i

Preslikavanje ne moramo izvoditi po toCkama, ve¢ mozemo
preslikavati vektorsku jednadzbu krivulje.




Rotacija*

Rotacija oko toCke O je
preslikavanje ravnine koje Cuva 5t
oblik i veliCinu objekata u ravnini.

Rotacija toCku T preslika u toCku
T',tako da je |0T| = |0T'|, te da
duzine OT i OT' zatvaraju
unaprijed zadani kut «.

Opisati cemo rotaciju oko
ishodista.
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Rotacija

U ravnini, operacija rotiranja oko ishodista za kut « dana je
matricom rotacije:
P — [cosa — sin a]
sina  cosa

Pozitivan smjer rotacije je smjer suprotan kretanju kazaljke
na satu.

Prisjetimo se!
Kosinus je parna funkcija: cos(—x) = cosx
Sinus je neparna funkcija: sin(—x) = —sinx




Rotacija

Nekoliko primjera matrice rotacije:
- rotacija za 45° u smjeru obrnutom od kazaljke na satu:

V2 V2
P — [cos 45° —sin 45°] _ 2 2

sin45°  cos45° V2 42
2 2 .

- rotacija za 30° u smjeru kazaljke na satu:

V3

P lcos(—30°) —sin(=30)] _ 2

sin(—30°)  cos(—30°)

1
2
V3
2

|
N[ =




Rotacija

Nekoliko primjera matrice rotacije:
- rotacija za 90° u smjeru obrnutom od kazaljke na satu:

R — [cos 90° —sin 90°] _ [(1) —1]

sin90° cos90° 0

- rotacija za 180°:

cos 180° —sin180° _[—1 O]

R = —
[sin180° cos 180° 0 -1

Rotacija za 180° se joS naziva i centralna simetrija.




Rotacija

Duzinu AB, gdje je A(v2,0), B(2,V2), rotirajte za 45° u
smjeru kazaljke na satu. Prikazite graficki tu rotaciju.

Matrica rotacije:

V2 W2
P cos(—45°) —sin(—45°)] | 2 2
_[sin(—45°) cos(—45°) | | 2 2
2 2

Zl VI R




Rotacija
A(V2,0) - A'(1,-1) B(2,v2) -» B'(1 +V2,1 —+2)
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Rotacija

Pravac r = [ rotirajte oko ishodista za 90° u smjeru

—1 4+ 3t
obrnutom od kazaljke na satu. Prikazite zadani i dobiveni
pravac graficki.

cos90° —sin 90°] _ [O —1]

R = —
[sin90° cos 90° 1 0

rerer = Gl s =1




Rotacija
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Skaliranje

Skaliranje (rastezanje i sazimanje)
mozemo izvoditi u smjeru osi
apscisa | osi ordinata.

Pri rastezanju (sazimanju) u
smjeru x-0sl, x-koordinata radij
vektora povecava se (smanjuje)
za neki faktor k. | | | | | L,
-2 -1 1 2 3 -
Na slici vidimo primjer sazimanja \ \ \
za faktor k = 0.5 i rastezanja za 7
faktor k = 1.5 u smjeru x-0si.
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Skaliranje

Skaliranje u smjeru x-osi postize se upotrebom matrice

skaliranja
k O
ox = [o 11’
pri Cemu se radi o rastezanju ukoliko je k > 1, te 0 sazimanju
za0 < k<1.

Skaliranje u smjeru y-osi postize se upotrebom matrice
skaliranja
1 o
s, =| ) k] .




Rastezanje | sazimanje

Ukoliko objekte u ravnini zelimo skalirati duz x-osi za faktor k.,
| skalirati duz y-osi za faktor k,,, tada primjenjujemo
kompoziciju funkcija skaliranja, odnosno mnozimo pripadne

matrice:
s[5 b o) =[5
0 1l 10 ky 0 ky

Operacije skaliranja duz obiju osi ne moramo provoditi svaku
posebno, veC se mozemo posluziti matricom kompozicije
skaliranja.




Zadan je trokut &iji su vrhovi u toCkama A(—2,1), B(—1,—-3) |
C(3,2). Sazmite dani trokut duz y-osi za faktor k,, = 0.4, te ga
rastegnite duz x-osi za faktor k,, = 1.2.

Matrica skaliranja: A= [1(')2 094] | [_12] = [_0244]
s=[ gl 7 =[5 aal [l= 1033

=[5 oal 1 =los




Zadan je trokut &iji su vrhovi u toCkama A(—2,1), B(—1,—-3) |
C(3,2). Sazmite dani trokut duz y-osi za faktor k,, = 0.4, te ga
rastegnite duz x-osi za faktor k,, = 1.2.

SV N AR i B oy
Tﬁ\\1 //7/5 i B,:[LZ 0].[—1]:[—1.2
\\/ 4,/ 0 04l -3/ 1-1.2

4

=[5 oal 1 =los
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