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ToCka u prostoru

ToCka se u prostoru prikazuje
pomocu radij vektora.

Radi] vektor je vektor kojemu je

pocCetna toCka u ishodistu, a

zavrsna toCka u promatranoj

toCki T (x, y, z). —
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Pravac u prostoru4 ;

Pravac u prostoru prikazujemo
pomocu radij vektora toCaka na
pravcu.

Vektorska jednadzba pravca u
prostoru slicnha je jednadzbi
pravca u ravnini:

r=71,+t-5, teR

gdje je 7, radij vektor neke
to¢ke na pravcu, a s vektor
smjera tog pravca. X
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Pravac u prostoru

Odredite vektorsku jednadzbu 4
pravca koji prolazi tockama
A(1,2,3) 1 B(2,—1,2)
. [2-=-17 [1°
S=AB =|-1-2|=|-3
' 2—-31 1-1.
r=r,+t-s
1 1 1+t
=12+t |-3|=[2—-3t
3. —11 L3 -t
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Pravac u prostoru

Osim u vektorskom obliku, jednadzba pravca u prostoru se moze
zapisati | u kanonskom obliku:

Sy Sy S,
5,

gdje je A(xy, v4,24) toCka na pravecu, a s = |Sy | vektor smjera tog
_SZ_

pravca.
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Pravac u prostoru

X—=Xa Y—YVYa Z—2Z,
Sy Sy S,

g -
Odredite kanonsku jednadzbu pravca r = |3 — t|.
| 2t

Tocka na pravcu: A(-2,3,0) Vektor smjera: s = |-—1

Kanonska jednadzba pravca: xT ==
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Pravac u prostoru

Dva pravca se sijeku ako
prolaze kroz istu tocku.

Presjeciste odredujemo tako da
pravce izjednaCimo po svim
Koordinatama.

Pravcl se ne moraju sijeci za isti
parametar, pa uvodimo novi
parametar u za drugi pravac.

Rjesenja moraju biti ista po
svim koordinatama!

LC\ ALGEBRA



Pravac u prostoru

1 —t] -3
Sijekulisepravciry =| t |ir, =2+ 2t]?
2 | 4+t
X ... 1—t=3 t = —2 Da, presjeciste je toCka:
V... t=2+2u —2=-2 =27 [30
TS — —2 — _2
Z ... 2=4+u u=-2 2 1 L2




L

Ne postoji toCka presjeka.

Pravcli su mimoilazni.

ALGEBRA

3 — 4t —1—t
Sijekuliser; = 2t |in=1—-¢t|?
2 — 3t 2 — 3t
v {] MEEE
—_ = —1 — t = — -
X 3 — 4t 1—u 3
2t =1 t—1
y .. = u =3
Z ... 2—3t=2—3u t=u <
X




Pravac u prostoru

Ukoliko pravci imaju jednake ili proporcionalne vektore smjera,

kazemo sa su pravci paralelni.
s1=21-5;

Ukoliko dva pravca imaju medusobno okomite vektore smjera,
kazemo da su pravci okomiti.

Okomitost vektora ispitujemo pomocu skalarnog produkta:
5152 =0

Pravci se ne moraju presijecati da bi bili medusobno okomiti.




Pravac u prostoru

Jesu li okomiti pravei =2 =X =221 j X Y>> 222 5
2 -1 0 -2 —4 5
- e
s1=|-1 s; = |—4
L0 | 5 |

57-5,=2-(-2)+(-1)-(-4)+0-5 =0

Zadani pravci medusobno su okomiti.




Pravac u prostoru

; - . x—1 y+2 Z . X—4 y—5 Z+3
Jesu li paralelni pravci — ==—7—== | — =—
0 -2 3 0 4 -6

- -
5= -2 5, =| 4
L 3. |—6.

s2=(=2)-51

Zadani pravci imaju proporcionalne vektore smjera, sto znaci
da su paralelni.




Ravnina u prostoru

Ravnina je ravna ploha u prostoru
KOJa je odredena jednom tockom
Kroz koju prolazi, 77, te s dva
vektora smjera, s; i s.

r=rr+u-s;+v-s,

u,veER

Postoji beskonacho mnogo vektora u
ravnini koji mogu biti vektori smjera.
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Ravnina u prostoru

Odredite vektorsku jednadzbu
ravnine koja prolazi tockama 3
A(1,1,0),B(2,0,—1)i C(0,—2,1).

It T
s;=AB=|-1| 5, =AC = [-3
—1. 1.

r=r,+u-s;+v-s,

1 [1]1 [-1] [l4+a-v

F=1|+u-|-1|+v - |-3|=1-u-3v
0. | —1. L 11 L —u+v |
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Opca jednadzba ravnine

Pored vektorske jednadzbe ravnine, koristi se i opCa jednadzba
ravnine, koja je oblika:

Ax+By+(Cz+D =0

Pokazimo kako iz opCe jednadzbe ravnine mozemo odrediti
vektore smjera ravnine, te pripadnu vektorsku jednadzbu ravnine.




Opca jednadzba ravnine

Zadan je opc¢a jednadzba ravnine 2x —y 4+ z — 4 = 0. Odredite
vektore smjera te ravnine, te vektorsku jednadzbu ravnine.

Prvo odredimo tri toCke u ravnini — najlakse je odrediti presjeke s
koordinatnim osima:

x-0s: y=0,z=0 = 2x—4=0 = A(2,0,0)
y-0os: x=0,z=0 > —y—4=0 = B(0,—4,0)

z-0s: x=0,y=0 > z—4=0 = €(0,0,4)




Opca jednadzba ravnine

Zadan je opcCa jednadzba ravnine 2x —y + z — 4 = 0. Odredite
vektore smjera te ravnine, te vektorsku jednadzbu ravnine.

A(2,0,0) B(0,—4,0) €(0,0,4)

-2 -2
0 | 4]
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r=10|+u-|—-4|+v-|0

(0 L 0 | 4 i 4v
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Normala ravnine

Normala ravnine je vektor -
X,
n=|Yn
Zn

koji je okomit na tu révninu,

Normalu mozemo odrediti kao
vektorski produkt vektora smjera:

?l = S{XSi




Normala ravnine

Normala ravnine vezana je uz opcCu jednadzbu ravnine.

Opca jednadzba ravnine koja prolazi tockom T (xo, yo, Zo)

A
iimanormalun = |B

.

dana je jednadzbom:

Alx —x9) + B(y —yo) + C(z — 2p) = 0
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2—U—v]
Odredite op¢i jednadzbu ravnine zadanesr =| —1+u
. 3 -2V
To¢ka kroz koju prolazi ravnina: T(2,—1, 3)
1 1
Vektorismjera: s;=1 1|, s, =0 |.
L0 |—2.
T 7 k| [-2
Normala: 7#=|[_1 17 0l=1[=2
-1 0 -2 L1.

—2-x-2)-2-y+1)+1:-(z—3)=0
—2x—2y+z—1=0




Pravac | ravnhina

Pravac s vektorom smjera s je paralelan s ravninom,
ukoliko je vektor smjera s okomit na normalnu ravnine n.

Okomitost vektora ispitujemo skalarnim produktom:
s-n=0

Pravac je okomit na ravninu ukoliko mu je smjer s
proporcionalan vektoru normale n.

S=A1-n




Ispitajte u kojem su medusobnom polozaju ravnina
2x—y+z+3=0

| pravac
x=2 _y _z+l
1 3 1
— 2 - '1'
Vektor normale: 7 = |[—1 Vektor smjera pravca: s = |3
|1 14

$i=2-1+(-1)-341-1=0

Zadani pravac je paralelan s ravninom.




Dvije ravnine su paralelne
ukoliko su Im vektori normale

proporcionalni:
ny =21-ny.

Ukoliko ravnine nisu paralelne,
tada im je presjek pravac, za
Ciji vektor smjera vrijedi:

S =1, XN,
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Presjek ravnina

Presjek dviju ravnina zapisanih pomocu opce jednadzbe
odredujemo rjesavanjem sustava s dvije jednadzbe i tri
nepoznanice.

Za rjesavanje takvog sustava koristimo Gaussovu
metodul.

Rjesenje Ce biti parametarsko, odnosno rjesenjem ce biti
opisano beskonacno mnogo toCaka koje leze na pravcu
presjeka tih ravnina.




Odredite pravac koji je presjek ravnina
x—y+2z=3 1 2x+y+z=0.

+ 1

[1 -1 2 | 3 ( [ ]
2 1 1 | — 0 — —6
~[1 -1 2 | 3] _[1t 0 1 | ]
0 -1 | =211 o 1 -1 | =2
x+z=1 = x=1-t X 1—-t 1
B B yl=|-2+¢t|=|-2
y—Z——2=> y -2+t 7 t | 0 |
Z ::t; t EEHR ;2:: ;i;_+ t‘:§
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Udaljenost tocke od ravnine

4 Z

Udaljenost tocke T (x,, vq, zo) dO
ravhine Ax+ By+Cz+D =0
jednaka je udaljenosti toCke T |
njoj najblize to¢ke T’ koja se
nalazi na ravnini.

d=d(T, T N

_lAXO‘l‘Byo‘l‘CZO‘l‘Dl
VA? + B? + (?
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Zadana su dvije paralelne ravnine:
—x+2y—3z+4=0 1 —x+2y—3z—-2=0.
Odredite udaljenost izmedu tih ravnina.

Udaljenost izmedu dvije
paralelne ravnine jednaka je 21
udaljenosti toCke s jedne 4
ravnine | druge ravnine.

Prvo odredimo jednu toCku na |
prvoj ravnini. y _ o
A(0,—2,0)
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Zadana su dvije paralelne ravnine:
—x+2y—3z+4=0 1 —x+2y—3z—-2=0.
Odredite udaljenost izmedu tih ravnina.

A(0,-2,0)

Racunamo udaljenost toCke A
do druge ravnine.

-0+ 2-(-2)—0—2|
d =
V(=12 +22 + (=3)?

6
d=—
V14
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Hvala ©



