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Uvod

= Algoritam je dobro definiran postupak koja uzima ulaze i
pretvara ih uizlaze

o Algoritam se moze pisati na papiru, u naSem izmisljenom jeziku
(pseudokodu), nekom programskom jeziku, moze se crtati, ...

BUBBLESORT (A) Primjer iz Introduction to Algorithms,
1. for i = i to A.length - 1 3rd Edition (Cormen et al)

2. for j = A.length downto i + 1

3. if A[j] < A[F - 1]

4. exchange A[j] with A[j - 1]

o Algoritam implementiramo u nekom programskom jeziku

= Cilj analize sloZzenosti algoritama jest za svaki algoritam redi

a) koliko je brz te b) kako se ponasa kad raste broj
elemenata koje treba obraditi

novu toga onda donosimo odluku o njegovom koriStenju

ALGEBRA
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Primjer

= Koliko je brz sljededi algoritam:

for (int 1 = 0; i < n; i++) {
if (brojevi[i] == val) {
cout << "Pronasao!" << endl;
break;

* Dva nacina analize:
1. Apriori analiza: procjena/predvidanje brzine izvrSavanja
e Zaovo nam je dovoljan algoritam na papiru
2. A posteriori analiza: mjerenje trajanja izvrSavanja

e Zaovo nam treba gotov program na racunalu
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A PRIORI ANALIZA

ALGEBRA
BERNAYS

5

Vrijeme izvrSavanja
EEEEEEEE—————S—SSS.

*Vrijeme izvrSavanja (engl. running time) je vrijeme potrebno
da izvodenje algoritma dode do kraja

o Oznacavat ¢emo ga sa T(n), gdje je n broj ulaznih podataka
o lzrazavat cemo ga u broju operacija, a ne sekundi
¢ Maniji broj operacija = veca brzina

o Primjerice, T(1000) = 2981 znaci da trajanje algoritma na 1000
ulaznih podataka iznosi 2981 operaciju

ALGEBRA
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Izracun broja operacija (1/2)

* Da bismo mogli procijeniti vrijeme izvrSavanja, moramo
prebrojati koliko operacija ¢e trebati obaviti

= Uzet cemo prethodni primjer i krenuti brojati:
1. Inicijalizacija varijable u for petlji: 1 operacija
2. Provjerajelii < n:1operacija
Provjera uvjeta uz if: 1 operacija

4. Ako je uvjet zadovoljen:

e Ispis: 1 operacija

* |zlazak iz petlje: 1 operacija
5. Ako uvjet nije zadovoljen:

¢ Povecanje varijable i: 1 operacija

ALGEBRA
BERNAYS
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Izracun broja operacija (2/2)
I

= Koliko je onda to ukupno operacija? Sto nedostaje?
* Nedostaje nam podatak koliko puta ce se petlja izvrsiti?

o Nije svejedno hoce li se izvrsiti 6 ili 6.000.000 puta...

18.3.2025.
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Tipovi analiza

* Da bismo mogli prebrojati operacije, moramo odluciti koji
tip analize zelimo raditi:

o Najbolji slucaj (engl. best case scenario)
o Najgori slucaj (engl. worst case scenario)

o Srednji/prosjecni slucaj (engl. average case scenario)

ALGEBRA
BERNAYS
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Analiza najboljeg slucaja

. |
= Nas algoritam trazi broj val u polju

= Kakvi podaci u polju moraju biti da bismo pronasli val
najbrze mogude?

o val mora se nalaziti odmah na indeksu o

Kakvi god bili ulazni podaci i koliko god ih bilo, nas
algoritam nikada nede raditi brze od najboljeg slucaja

o Kazemo da je to gornja granica brzine rada naseg algoritma, tj;
nas algoritam ne moZe biti brzi od toga

= U najboljem slucaju ¢e brzina izvrsavanja biti: T(n) =5
o Primijetimo da uopde ne ovisi o velicini poljan

* Analiza najboljeg sluaja se rjede koristi jer se u praksi
0 deSava najbolji slucaj




Analiza najgoreg slucaja

|

= Kakvi podaci u polju moraju biti da bismo pronasli broj val
najkasnije moguce?

o Broj val uopce ne smije postojati u polju

Kakvi god bili ulazni podaci i koliko god ih bilo, nas
algoritam nikada nece raditi sporije od najgoreg slucaja

o Kazemo da je to donja granica brzine rada naseg algoritma

o Nas algoritam ne moze biti sporiji od toga

= U najgorem slucaju ce brzina izvrsavanja biti: T(n) =3n +1
o Primijetimo linearnu ovisnost o velicini poljan

* Analiza najgoreg slucaja se vrlo cesto koristi u praksi

o Ako ste vi prodavac svog algoritma, ovo je garancija kupcu

ALGEBRA
BERNAYS
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Analiza srednjeg slucaja
S

* Razumno je pretpostaviti da ¢emo broj val pronadi u
prosjeku na polovici polja

o Nekad ¢emo ga nadi blize pocetku, nekad blize kraju ili ga
uopce ne¢emo nadi

= U srednjem slucaju ¢e brzina izvrSavanja biti: T(n) =3n/2 + 3
o Primijetimo ponovno linearnu ovisnost o velicini poljan

* Medutim, ako nasa pocetna pretpostavka nije to¢na, niti
sredniji slucaj nije to¢no izracunat

o U praksi je obi¢no tesko izracunati srednji slucaj
o Cesto imaju jednaku sloZenost kao i najgori slucaj

o U nastavku ne¢emo promatrati srednje slucajeve

ALGEBRA
BERNAYS
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Graficki prikaz najboljeg i najgoreg slucaja

.|
Najgori
slucaj:

T(n) T(n)=3n+1

Najbolji
slucaj:
T(n)=5

n

» Nas algoritam e garantirano biti ispod gornje i iznad donje
crte, bez obzira koliko velik bio n i kakvi ulazni podaci bili

ISR o odredene toke n,
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Pojednostavljivanje prebrojavanja operacija

= Za analizu sloZenosti nam nije vazan tocan broj operacija,
vec je vazno shvatiti njihovu ovisnost o n

= Analizirajmo najbolji i najgori slucaj algoritma pribliznim
brojenjem operacija i nacrtajmo graf za n jednak 1, 10 i 100:
for (int 1 = 1; i <= n; i++) {
for (int j = 1; j <= n; j++) {
cout << 1 << " * "< j« " ="x<1i*3j << endl;
}
}

®* Primijetimo da vrijeme izvrSavanja kvadratno raste s
povecanjem broja ulaznih podataka

o Pri tome nam je potpuno svejedno hoce li biti
T(1000) = 1.000.000 ili T(1000) = 1.000.094

ALGEBRA
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Predefinirane funkcije
——S—S—SS .

= Ako jedan algoritam ima u najgorem slucaju

n+1 ey
T(n) = (27:_47) ,adrugi T(n) = %, koji je brzi?

= Kako bismo laksSe usporedivali algoritme, koristit ¢emo
nekoliko jednostavnih predefiniranih funkcija

o f(n)=1

o f(n) =logn

of(n)=n

o f(n) =nlogn

o f(n)=n2(ilin3, n4, ...)

o f(n)=2"

Odnos funkcija - pogled 1

Numberof 4 O(27) O(n?) O(n log n)
Operations

(amount of data)

{C) 2010 Thomas J Cortina, Camege Melion University

ALGEBRA
BERNAYS
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O(log n), O(1

ALGEBRA
BERNAYS Preuzeto s bigocheatsheet.com
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= Kako bismo opisali nas algoritam na razumljiv, standardni
nacin, postupamo ovako:

o Najbolji slucaj: uzimamo najblizu funkciju f, koja je jos ispod
naseg vremena izvrsavanja i kazemo da nas algoritam ima
slozenost Q(f,)

o Najgori slu¢aj: uzimamo najblizu funkciju f, koja je joS iznad
naseg vremena izvrSavanja i kazemo da nas algoritam ima
slozenost O(f,)

= Kazemo da koristimo skupinu notacija poznatu pod
nazivom Bachmann-Landau notacije ili asimptotske notacije

ALGEBRA
BERNAYS
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Standardni prikaz najboljeg i najgoreg slucaja

SloZenost u
najgorem
slucaju je

O(n)

T(n)

najboljem
slucaju je
Q1)

.
n

» Nas algoritam e garantirano biti ispod gornje i iznad donje
crte, bez obzira koliko velik bio n i kakvi ulazni podaci bili

ISR o odredene totke n,

SloZenost u

19

Pravila kod odabira ogranicenja

= Ako je T(n) polinom stupnja r, tada je ogranicavajuca
funkcija n, tj.
o Ponistavamo ¢lanove nizeg reda i konstantne ¢lanove
o lzostavljamo konstantu uz ¢lan najviseg reda

* Primjerice, ako je vrijeme izvodenja prikazano funkcijom
T(n) = 6n* - 2n3 + 5, koliko je veliko O0?

- Nakon poniStavanja ¢lanova nizZeg reda i konstantnog ¢lana
ostaje 6n4

- lzostavljanjem konstante uz ¢lan najviSeg reda, dobivamo da je veliko
O jednako n4i pisemo: T(n) = 6n% - 2n3 + 5 = O(n*)

= n!jejaci od svih ostalih ¢lanova

= 2" jejaci od svih ostalih ¢lanova, osim od n!

ALGEBRA
BERNAYS
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Data Structure

Array
Stack
Queue

Skip List
Hash Table

Cartesian Tree
B-Tree

Splay_Tree

AVL Tree
KD Tree

ALGEBRA
BERNAYS

SloZenost operacija standardnih kontejnera

Singly-Linked List
Doubly-Linked List

- a(n) a(n)

a{n) aln) - - o(n) a(n) - -

) @] ]

a(n) - - o(n) o(n) - -

) ) pw)  [ow)]
[eCzog(n))][eCzoe(n)) | [e(zae(n)) | [e(10etn))]  [o(n) an) o(n) atn)

N/A N/A

Binary Search Tree [e(2og(n))] [0{2eg(n)) | [e(202(n)) | [8(2oe(n)) ] o(n) o(n) o(n)
/s [e(log(n))][eioetn))][etlogtn)]  [wia o(n) o(n) o(n)

Red-Black Tree

Time Complexity
Average Worst

Access Search Insertion Deletion Access Insertion Deletion
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=
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5
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[e2og(n))][e120g(n)) | [e(1og(n)) ] [e(108(n)) ] [0(1og(n)) | [0(1ogtn)) | [0(og(n)) | [0(20g(n)) |
[e(10g(n))][e(1og(n)) | [B(10e(n)) ] [e(1og(n)) ] [0(1oe(n)) | [o(10g(n)) ] [0(1o(n)) | [o(1og(n)) |

nral [e(log(n)][e(og(n))][eC1ogny)| /A [o(iogtn))|[e(iogtn)) |[o(1ogtn)) |
[eCi0g(n))][Bt10g(n)) | [B(10e(n)) ] [B(10g(n)) ] [0(10g(n)) | [0(10e(n)) | [0(10g(n)) | [0(10g(n)) |

[(zos(n)) | [(Togtn) | [E(ioz(m) | [(ioetm)]

Preuzeto s bigocheatsheet.com
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SloZenost standardnih algoritama sortiranja

Algorithm Time Complexity

Best Average Worst
Quicksort  [a(n Toz(n)}] [Bn Toz(n))] [o(n~2)]
Mergesort  [a(n log(n))] [B(n log(n))] [0(n og(n)]
Timsort [8¢n 10g(n))]  [0n 1og(n))]
Heapsort  [a(n log(n))] [B(n log(n))] [0(n 1og(n))]
Bubble Sort 8(n"2) 0(n"2)

Insertion Sort 0(n"2)
Selection Sort
Tree Sort [a(n 1og(n))] [6(n Log(n))] [o(n"2)]
Shell Sort  [a(n 1og(n))] [8(n(Iog(n))*2)] [0(n(1oe(n))*2)|
Bucket Sort  [iae) [tn)]
Radix Sort [atni)] [etnc)] [ocne)]
Counting Sort (R [etn0)] [otn+0)]

Cubesort [e(n 10g(n))]  [o(n 1og(n))]

Preuzeto s bigocheatsheet.com
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Zadaci

odabrati?

ALGEBRA
BERNAYS

= Zadaci iz a priori analize sloZenosti algoritama e se temeljiti
na tumacdenju prethodne dvije tablice

o Prakti¢no gledano, od svakog programera se to i oCekuje
o Cesto pitanje na razgovoru za posao
* Primjeri zadataka (argumentirajte):

1. Ako Zelite Sto brze prosje¢no umetanje, koji kontejner Cete

2. Jeliunajgorem slucaju brzi BUBBLESORT ili HEAPSORT?

3. Koji kontejner prosje¢no najbrze pronade trazenu vrijednost?

23

ALGEBRA
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A POSTERIORI ANALIZA

24
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Uvod
k. |

» Osmislili smo algoritam i implementirali ga u program
o Procijenili smo i kakva je njegova slozenost

= A posteriori analiza predstavlja analizu izvodenja programa
na nekom stvarnom racunalu

= Umjesto logickih operacija koristimo vrijeme
* Mjerimo duljinu izvodenja programa

o Sto je krace vrijeme izvodenja, program smatramo boljim

ALGEBRA
BERNAYS
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Imenski prostori
. |

* Tipovi podataka se mogu logicki organizirati u imenske
prostore (engl. namespace)

o Tip podataka string je uimenskom prostoru std

o Tip podataka Pravokutnik nije u imenskom prostoru
* Imenski prostori mogu biti ugnijezdeni jedan u drugome
= Prilikom koriStenja tipa podataka imamo dvije opcije:

1. Pomodu,,using namespace” unesemo cijeli imenski
prostor pa onda tip podataka koristimo po imenu

2. lzostavimo,,using namespace” paispredimena tipa
podataka stavljamo prefiks imenskog prostora

ALGEBRA
BERNAYS

26

18.3.2025.

13



Primjer
.
= Primjer opcije 1:

#tinclude <iostream>
#include <string>
using namespace std;

int main() {

string ime = "Mirko";
cout << ime << endl;
return 0;

}
= |sti program, samo s opcijom 2:

#include <iostream>
#include <string>

int main() {

std::string ime = "Mirko";
std::cout << ime << std::endl;
return 0;

27

* Primjer vlastitog imenskog prostora

namespace mojl {
namespace moj2 {
class Pravokutnik {
private:
int sirina;
int visina;
public:
Pravokutnik(int sirina, int visina);
~Pravokutnik();
void inicijaliziraj(int s, int v);
void mnozi_skalarom(int skalar);
int povrsina();
int opseg();
double dijagonala();
void iscrtaj();
¥
}

ALGEBRA
BERNAYS
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Mjerenje brzine izvodenja kéda

= Zaglavlje <chrono> sadrzi elemente potrebne za mjerenje
proteka vremena

o Svi elementi se nalaze unutar std: : chrono imenskog prostora,
a najvazniji su:
e Generickaklasa time_point<T> predstavlja to¢ku u vremenu
- Parametar T je vrsta sata s kojim radi
¢ Klasahigh_resolution_clock predstavlja sat:
- Stati¢ka® metoda now() vraca trenutnu to¢ku u vremenu

e Generi¢ka funkcija duration_cast<T> prima razliku dvije to¢ke u
vremenu i vraca udaljenost u mjeri T (seconds,milliseconds,...)

- Metoda count() vraca long long siznosom trajanja u trazenoj mjeri

ALGEBRA * .y 2 H
BERNAYS Stati¢ke metode zovemo na klasi, a ne na objektu

29

Primjer koristenja
EE—————SS.

// Spremimo trenutnu tocku u vremenu
time_point<high_resolution_clock> t1 = high_resolution_clock::now();

// Odradimo posao

long long s = 9;

for (int i = 9; 1 < 2100000000; i++) {
S += 1;

}

// Spremimo trenutnu tocku u vremenu
time_point<high_resolution_clock> t2 = high_resolution_clock::now();

// IzracCunamo razliku dvije tocke u vremenu u milisekundama
milliseconds ms = duration_cast<milliseconds>(t2 - t1);
long long trajanje = ms.count();

n n " " "

cout << "Rezultat je: << s << u << trajanje << ms" << endl;

ALGEBRA
BERNAYS
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Pakiranje u klasu (1/3)

.
= Stoperica.h

#pragma once
#tinclude <chrono>

class Stoperica {

private:
std::chrono: :time_point<std::chrono::high_resolution_clock> t1;
std::chrono: :time_point<std::chrono::high_resolution_clock> t2;

public:
void start();
void stop();
long long get_elapsed_milliseconds();

1

ALGEBRA
BERNAYS
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Pakiranje u klasu (2/3)

L |
= Stoperica.cpp

#tinclude "Stoperica.h"

void Stoperica::start() {
tl = std::chrono::high_resolution_clock::now();

}

void Stoperica::stop() {
t2 = std::chrono::high_resolution_clock: :now();

}
long long Stoperica::get _elapsed _milliseconds() {
return
std::chrono: :duration_cast<std::chrono::milliseconds>(t2-t1)

.count();

ALGEBRA
BERNAYS
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Pakiranje u klasu (3/3)

=Source.cpp

#include <iostream>
#include "Stoperica.h"
using namespace std;

int main() {
Stoperica sw;
sw.start();

long long s = O;
for (int i = 0; i < 2100000000; i++) {
s += 1;

}

sw.stop();
long long trajanje = sw.get_elapsed_milliseconds();

cout << "Trajanje " << trajanje << " ms" << endl;

return 9;
ALGEBRA
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Dodatni materijali

.
= Dodatni materijali su dostupni na:
o A priori analysis
e https://youtu.be/aebaGLFkvs4
o A posteriori analysis
e https://youtu.be/pH_BbMnaSUo

ALGEBRA
BERNAYS
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