MATEMATICKA
ANALIZA

L’'Hospitalovo
pravilo, tangenta |
normala



L’Hospitalovo pravilo

Derivacije se primjenjuju u rjesavanju mnogih
problema. Neke od njih cemo obraditi u slijedeca

cetiri tjedna.

Prva primjena koju obradujemo jest nacin za

rjesavanje limesa uz pomoc derivacija.




L’Hospitalovo pravilo

Guillaume de I'Hospital (1661-1704)

* francuski matematicar

* objavio prvi prirucnik (udzbenik) za
upotrebu diferencijalnog racuna

Guillaume-Francois-Antoine Marquis de
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L’Hospitalovo pravilo

,JAnalyse des Infiniment Petits pour l'Intelligence des
Lignes Courbes”

,7Analiza beskonacno malog kako bi se razumjele
Krivulje”

L'Hospital | Johann Bernoull:
https://www.youtube.com/watch?v=G6Cou-9clDo




L’Hospitalovo pravilo

Pravilo za racunanje limesa funkcije kada se javljaju
neodredeni oblici:
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L’Hospitalovo pravilo

AKko su Ispunjene pretpostavke:

* funkcije f(x) 1| g(x) su derivabilne u svakoj toCki nekog
otvorenog intervala oko tocke a, (a — §,a + §) osim
mozda u tocki a.

* g(x) # 0 u svim toCkama tog intervala
 ako postojl
L = lim f,(x)
x—-a g (X)




L’Hospitalovo pravilo

 limes lim L& )Je neodredenog obllka 2 jli ==
x—a g(x) F o0

Tada vrijedi:
jim L8 = iy L
x~ag(x) x-ag(x)

lako je pravilo ovdje iIskazano za a € R, moze se
dokazati da vrijedi i za a = +oo




Primjer 1. IzraCcunajte limes
’ x%—2x—3
1m
x—0 X2 —x — 6

Rjesenje: bez upotrebe L'Hospitalovog pravila:

’ x%—2x—3 ©\ | x?—2x—3 :x°
X0 X2 — x — 6 _(g) T abe X2 —x—6 :x2
1 -2_3 1—0—0
5 0
— J; X X _ -1
oo _1_ 6 (1—0—0)
X x?
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Primjer 1. IzraCunajte limes
- x*—=2x-3
911—{?0 x4 —x—6
Rjesenje: uz pomoc¢ L'Hospitalovog pravila:

y x%—2x—3 O\ _ iy

xl—>nolo X% —x—6 B (g) -

b 2X — 2 00 o= 2 .
= Jim o=t = () =vH =Jm3 =
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Primjer 2. IzraCcunajte limes

Rjesenje: uz pomocC L

e —1
lim —
x—0 Sin 2Xx

lospitalovog pravila:

o e* -1
lim —
x—0 Sin 2x
n ex
= lim

- () =(5) =

x—02 - COS2X

1 _1
- \2-cos0/) 2
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Primjer 3. IzraCunajte limes
sin? x

lim — >
x—0Sin x

Rjesenje: uz pomoc¢ L'Hospitalovog pravila:

~ sin‘x 02 0 , ~ 2sinxcosx
lim — = == =LH =lim

x—0 Sin x?2 sin 0 0 x>0 2X - COS X2

(0 _UH -1 cos’x —sinx  (1-0 4
~\o) 7" TxSocosxZ—2xZ-sinx?2 \1-0/
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Primjer 3. IzraCunajte limes
sin? x

lim — >
x—0Sin x

Rjesenje: bez upotrebe L' Hospitalovog pravila:

. sin®x  x® sin x\° x?
x—0SINn X X x—0

X sin(x?)
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Primjer 4. IzraCunajte limes

ex

lim
x—0o et +e™*
Rjesenje: pomocu L'Hospitalovog pravila:
e* 00 e*
lim = ( ) = L'H = lim
oo + (

x—oo eX 4+ ™% x—o0o eX —e™X

0 eX
= ( ) = L'H = lim

co — () x—oo eX 4+ X

Ne moze se rijesiti pomocu L'Hospitalovog pravila.
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Primjer 4. IzraCunajte limes

ex

lim
x—o0 et + e~

Rjesenje: bez upotrebe L'Hospitalovog pravila:

X

_ e 00 . X
lim = ( ) -
x—owoeXt 4+ e™* oo 4+ () . pX

_ 1 1
Txmwloexx —\1-9) =1
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Slozenost algoritama

Slozenost algoritma je mjera vremenskih ili memorijskih
zahtjeva potrebnih za izvrsavanje nekog algoritma u
odnosu na veliCinu ulaznog podatka, n.

T(n)=n, T(n) =nlogn, T(n) =n% T(n)=2"

,Big O” notacija:

0(n), O(nlogn), 0(n?), o(2™M),
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Slozenost algoritama

0(n) - linearno pretrazivanje niza
O(nlogn) - merge sort

0(n?), - bubble sort

0(n?), - naivno mnozenje matrica
0(2™"), - problem trgovackog putnika




Slozenost algoritama

Kako bi usporedili slozenost dva algoritma, T, (n) i T, (n),
racunamo limes:

/ = 0 -algoritam T; ima manju slozenost

- ()
n-oo Tp(n)

- =c#* 0 -T;iT, imajujednaku slozenost

N L.

- algoritam T, ima manju slozenost




Slozenost algoritama

Usporedite slozenost T; (n) = nlogn i T,(n) = n?.

1

T:(n logn logn "

lim 1 (1) = 1m/{ 5 = lim 5 =I'H = lim &

n-oo T, (n) N—> 00 }:ﬂ n-ooo N n—oo 1
|

= »,P_EEIO . 0 Algoritam T;(n) ima manju slozenost.

0(n) < 0(nlogn) < 0(n%) <0(n3) <0(2")




Tangenta
Sto je tangenta?  Pravackejidirakrivalju-ujednojtock

A
3l

angenta na graf y = x? )
u ishodistu?

|

Pravac y = 0. = —

Tangenta ne dira graf,
vecC ga sijece!
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Tangenta
Sto je tangenta?  Pravackejidirakrivalju-ujednojtock

angenta na graf y = |x|
u ishodistu?

Puno pravaca dira graf
krivulje, ali niti jedan nije = SN
tangental N
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Tangenta
Sto je tangenta?  Pravackojidirakrivalju-tjednoftocki.

A
3l

angenta nagrafy = x
u ishodistu?

Y

Tangenta je pravac y = x. —

Tangenta ne dira graf u
Jjednoj tocki, veC su im sve
toCcke zajednicke.

LC\ ALGEBRA



Tangenta
Sto je tangenta?

Tangenta je najbolja linearna aproksimacija.

Tangenta je pravac p(x), takav da za svaki drugi
pravac q(x) na nekoj okolini oko tocke x, vrijedi:

p(x) — f()]| < lq(x) — f(x)I.




Tangenta

Ponekad tangenta ima svojstvo da dira neke tipove
Krivulja u samo jednoj tocCki:
- Kkruznicu, elipsu, hiperbolu

Kod definicije derivacije smo vidjeli vezu tangente |
derivacije: nagib tangente na graf funkcije y = f(x)
jednak je derivaciji funkcije u tocki T (xg, yo).

y — Yo = f'(x0) - (x — xp)
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Normala

Normala na graf
funkcije f(x) je pravac
okomit na tangentu u
tocki T'(xq, vp)-

tangenta .

1 4 33 p— T,

y yO f,(xo) ( O)

. normala
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Tangenta | normala

Nadite jednadZbu tangenti povu&enih na funkciju f(x) = ==

X—2
u toCkama gdje dana funkcija sijeCe koordinate osi.

x=0 - T,(0,2) y — Yo = f'(x0) - (x — xp)

N 1
[0 =52 y—2=2-(x=0)




Tangenta |l normala

Nadite jednadZbu tangenti povu&enih na funkciju f(x) = ==

X—2
u toCkama gdje dana funkcija sijeCe koordinate osi.

y=0 - T,(4,0) y — Yo = f'(x0) - (x — xp)
f,(x):(x_z)z y—0=%-(x—4)
2 1 "
IO _
f'(0) > .



Tangenta | normala

Pronadite normalu na graf funkcije f(x) = x* —2 koja je
okomita na pravac 4x —y + 1 = 0.

1 1 1
f'(x) =2x sz_E —Z=—Z
k ! 2 2 k -
—_ —— X — — —_— e —
N 2X 0 Yo N 4
1
y=4x+1 kp=4 y—Z:—Z(x—Z)




Tangenta | normala

Odredite tangentu i normalu na graf funkcije f(x) =\% u
tocki s x-koordinatom x, = 1.

1

f(1) =2 fx)=2x"2

T(1,2) flix)=2- <_ %) x_% — L




Tangenta | normala

Odredite tangentu i normalu na graf funkcije f(x) =
tocki s x-koordinatom x, = 1.

T(1,2) kr=f'(1)=-1 ky =1

y—2=—-1(x—1) y—-2=1(x—-1)

= u
Vx

1
r = —X + =x+1
f(x) = y x+ 3 Yy =X
Vi3

tangenta normala
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