MATEMATICKA
ANALIZA

Monotonost,
ekstremi |
zakrivljenost
funkcije



Intervall monotonostl
Rastuca funkcija: |

x1 <x3 = flxg) < f(xz) 2|

Kada raste varijabla x € I, tada raste |

vrijednost funkcije f(x) na tom intervalu I.

Strogo rastuca funkcija:

x1 <xy = f(x) < f(xz)




Intervall monotonostl

Padajuca funkcija:

X1 <xz = f(x1) = f(x2) :

i =Y

Kada raste varijabla x € I, tada pada

vrijednost funkcije f(x) na tom intervalu I.

Strogo padajuca funkcija:

x1 <x3 = f(x1) > f(x2)
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Intervall monotonostl

Za funkciju koja (strogo) raste Iili (strogo) pada na

cijelom intervalu I, kazemo da je (strogo) monotona
na intervalu 1.

Kriteri] monotonosti funkcije:

» predznak prve derivacije funkcije, f'(x) se ne mijenja
na promatranom intervalu I.




Intervall monotonostl

Na intervalima na kojima je predznak prve derivacije
funkcije pozitivan, funkcija je rastuca.

Interval rasta funkcije je rjesenje nejednadzbe:
f'(x)>0

Na intervalima na kojima je predznak prve derivacije

funkcije negativan, funkcija je padajuca.

Interval pada funkcije je rjeSenje nejednadzbe:

f'(x) <0




Ekstremi funkcije

Intervali rasta | pada blisko su vezani uz pojam lokalnog
ekstrema funkcije. Lokalni ekstrem moze biti lokalni
maksimum ili lokalni minimum.

Lokalni maksimum funkcije f je to€ka (x,, f (xy)) takva da
za sve vrijednosti x € (x, — 8, xy + ) 1z hekog otvorenog
intervala oko vrijednosti x, vrijedi

f(x0) = f(x)
Analogno, za lokalni minimum vrijedi

f(x0) < f(x)




Ekstremi funkcije

Lokalni ekstremi su to¢ke u kojima w0
funkcija postize svoju najvecu ili |
najmanju vrijednost, ali lokalno.

To ne mora ujedno biti | najveca,
odnosno najmanja vrijednost ..
funkcije na cijeloj domeni. | mwa-2
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Ekstremi funkcije

Kako bi funkcija u tocki x, postizala lokalni minimum,
funkcija za vrijednosti x < x, mora imati negativnu
derivaciju, f'(x) < 0 (tj. mora padati), a za vrijednosti x > x,
mora imati pozitivnu derivaciju, f'(x) > 0 (tj. mora rasti).

Odavde slijedi (uz uvjet neprekidnosti derivacije) da
derivacija funkcije u lokalnom minimumu mora imati

nulto¢ku, tj. f'(x,) = 0.

Analogno vrijedi | za lokalni maksimum.




Ekstremi funkcije

Ako funkcija y = f(x) ima maksimum ili minimum u tocki
xo tada je vrijednost prve derivacije u toj toCki jednaka nuli.

Taj uvjet je nuzan uvjet za egzistenciju ekstrema.

ToCke koje su rjesenja jednadzbe

f'(xg) =0

nazivaju se stacionarnim toCkama funkcije. To su jedine
tocke u kojima funkcija moze imati ekstrem.




Primjer 1. Odredite ekstreme funkcije

f(x) = x% —6x

f'(x) =2x—6
2x—6=0

X =3

f3)=-9
T(3,-9)

Je li ta tocka minimum ili //?

maksimum funkcije?
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Minimum funkcije

U slucaju minimuma imamo:

zax < xy: f(x)pada = f'(x) <0
za x = xy: Stacionarna toctka = f'(x) =0
zax > xg: f(x)raste = f'(x)>0

Dakle, prva derivacija raste prolazeci kroz x, Sto znaci
da je derivacija te prve derivacije u toCki x, pozitivha:

(f')'(x0) = f"(x0) >0




Maksimum funkcije

U slucaju maksimuma imamo:

zax < xo: f(x)raste = f'(x)>0
za x = xy: Stacionarna toctka = f'(x) =0
zax > xy: f(x)pada = f'(x) <0

Dakle, prva derivacija pada prolazeci kroz x,, Sto znacCi
da je derivacija te prve derivacije u toCki x, negativna:

(f') (x0) = f"(x0) <O




Ekstrem funkcije

Ako je druga derivacija funkcije u stacionarnoj tocki
negativna, funkcija u toj toCki postize lokalni maksimum.

Ako je druga derivacija funkcije u stacionarnoj tocki
pozitivna, funkcija u toj toCki postize lokalni minimum.

aj uvjet nazivamo dovoljnim uvjetom za egzistenciju
ekstrema.




Ekstrem funkcije
Postupak odredivanja lokalnih ekstrema:

1. Nuzni uvjet: rijeSimo jednadzbu f'(x) = 0. Dobivena
rjesenja x4, x,, ... Nazivamo stacionarnim tockama i one
su kandidati za toCke ekstrema.

2. Dovoljni uvjet: stacionarne to¢ke uvrstavamo u f''(x).
Ako je f""(x;) > 0, tada se u x; postize minimum.
Ako je f""(x;) < 0, tada se u x; postize maksimum.




Ekstrem funkcije

No, sto se dogada ukoliko je druga derivacija u
stacionarnoj tocki jednaka nuli”?

21 Al
)IZZ.XB )7:::x4
1} 3|
. . 2l
— 1
1l T
2t 1
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Akoje f'(xg) =01 f"(x9) = 0, tada trebamo traziti derivacije
viSeg reda, dok ne nademo prvu takvu derivaciju koja je u x,
razlicita od nule, f™(x,) # 0.

Ako je ta derivacija neparnog reda, tj. ako je n neparan broj,
tada se u x, ne postize ekstrem.

Ako Je n paran broj, tada vrijedi:
fMW(x,) >0 -tocka minimuma
fMW(x,) < 0 -toka maksimuma




Primjer 2. Odredite ekstreme funkcije

f(x) =x3—3x
Nuzan uvjet: Dovoljan uvjet:
f'(x) =3x%-3 f"(x) = 6x
3x =3 =0

3x% =3 f'(-1)=-6<0

x2 =1 MAX (—1,2)

x = =1
Stacionarne toc¢ke: ff1))=6>0

x,=-1 x,=1 MIN (1, —=2)




Primjer 2. Odredite ekstreme funkcije
f(x) =x3—3x

Dovoljan uvjet:

il f''(x) = 6x
/\ . f'(=1)=-6<0

7 E MAX (—1,2)
f"(1) = 6> 0
MIN (1, —2)
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Primjer 3. Odredite ekstreme funkcije

fx)=x-e*

Nuzan uvjet: Dovoljan uvjet:
f'(x)=e*+x-e* f'(x) =e*(x+1) +e”*
e* - (x+1)=0 =e*  (x+2)

x+1= f'(-1)=et-1>0
— _ 1
& : f(-1) =—e' = 5
X _ 1
. MIN (—1,——)
nema rjesenja! e




Primjer 3. Odredite ekstreme funkcije

f(x)=x-e*

A

Dovoljan uvjet:
f'"(x)=e*(x+ 1)+ e”*
=e* - (x+2)

)

1} f'(-1)=et-1>0
f-1) = et = ——

- e

— _ 5 -1 1
MIN MIN (—1, — —)
_1t e

oo
2
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Primjer 4. Odredite dimenzije limenke Pepsi-Cole tako da
trosak materijala bude najmanji, ako je volumen limenke
V=330ml=0,331.

ALGEBRA



Rjesenje: V =330 ml=0,33 |
Oplosje, O = min
O = 2r*m + 2rmh
To Je funkcija dvije varijable (r 1 h). Stoga 1z volumena
Izrazimo jednu varijablu 1 zamijenimo ju.

V4

V=r2mh = h=——

rim
|74 2V
0 =2r°m+ 2rm - —— 0 = 2r°m + —
rim r




Dakle, trebamo odrediti minimum funkcije:

2V
0 =2r°m+—
r
Nuzni uvjet:
0 = 4rm —2Vr—?
2V
drm — ) =0
r
Ar3m = 2V
3|V
r= |—=20.3745dm
\ 2T

0 =2r4m+2Vr1

Dovoljan uvjet:

0" =47 + 4Vr—3

4V
0" = 4-7T+—3
r

0'(0.3745) > 0
minimum!




Preostalo je jos samo odrediti visinu limenke s
najmanjim oplosjem:

h |74
rig
h =0,7490 dm

Dakle, limenka s najmanjim oplosjem ima polumjer
r =0.3745 dm ivisinu h = 0,7490 dm.




Primjer 5. Odredite podrué¢ja monotonosti funkcije g(x) = é

Prvo odredimo domenu funkcije:

1. Inx #0 2. x>0
x # el
x # 1 D(f) =(0,1) U (1, +o0)

Potom odredimo derivaciju:

1
1-lnx—x-§ ~Inx-1

fx) = (In )2

In? x




Sada odredimo stacionarne tocke:

lnx—1:O = Inx—1=0 = xX=e
In? x
Formiramo tablicu predznaka prve derivacije:
0 1 e + 00
ffOl - | = | +
f(x) \ \ 7

Funkcija raste za x € (e, +o0)
Funkcija pada za x € (0,1) U (1, e)
oCka (e, f(e)) = (e, e) je toCka minimuma.

LC\ ALGEBRA



Zakrivljenost

Razlikujemo dvije vrste zakrivljenosti krivulje:
konveksnost (zakrivljenost na gore) |
konkavnost (zakrivljenost na dolje).
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Zakrivljenost

Konkavna krivulja:
Ako u bilo kojoj toCki luka AT povucemo tangentu,
mozemo vidjeti da je u okolini diralista tangente i krivulje
tangenta iznad luka krivulje.

Konveksna krivulja:
Ako u bilo kojoj tocCki luka TB povucemo tangentu,
mozemo vidjeti da je u okolini diralista tangente 1 krivulje
tangenta ispod luka krivulje.

e N



Zakrivljenost

Tangenta povucena u tocCki T na krivulju y = f(x) prelazi s
jedne strane krivulje na drugu, stoga tangenta u tocCki T
sijece krivulju y = f(x).

ToCka T je toCka na krivulji u kojoj konkavnost funkcije
prelazi u konveksnost funkcije.

Takva toCka se naziva toCka infleksije ili toCka pregiba.

e N



Zakrivljenost

Kriterij za zakrivljenost funkcije:

Neka je f:1 — R neprekidna | barem dva puta derivabilna
funkcija na intervalu {a, b).

Ako je f""(x) > 0 za svaki x € {(a, b), onda je funkcija f
konveksna na intervalu {a, b).

Ako je f""(x) < 0 za svaki x € {(a, b), onda je funkcija f
konkavna na intervalu {(a, b).

e N



Zakrivljenost

Kriterij za toCku infleksije:

Funkcija f ima tocCku infleksije ako vrijedi:

1. Nuzan uvjet: 2. Dovoljan uvjet:
() =0 f" () # 0

Rjesenja te jednadzbe x4, x, ...
su kandidati za toCke infleksije.

e N



Primjer 6.
Odredite tocke infleksije funkcije f(x) = x> — 4x?% — 2x.

RjeSenje: Domena funkcije, D(f) = R.

f'(x) =3x%—8x—2 f'(x) =6x—8
6x—8=0 = x3=

77 77 Zl
")y =6 = f7{3]=6#0  Totka infleksije:

- )i
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Primjer 7. Odredite intervale zakrivljenosti funkcije
f(x) =Inx.

RjeSenje: Domena funkcije, D(f) = (0, ).
, | 1 2Inx
f (X) =2lnx- ; — Y
1

2.~ x—2lnx-1 _2(1 =Inx)

F(x) =

x4 X2
2(1 —1Inx)

" =0 = 1—-Inx=0 = x=ce




Primjer 7. Odredite intervale zakrivljenosti funkcije
f(x) =1Inx.

RjeSenje: Domena funkcije, D(f) = (0, o).

. 2(1 —1Inx) 0 €
7o) =——73—, ') |+ —

-
2

Xo = € f(x)

Funkcija je konveksna za x € (0, e).
Funkcija je konkavna za x € (e, ).
Tocka infleksije: T(e, 1)
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Primjer 7. Odredite intervale zakrivljenosti funkcije
A f(x) =1Inx.

~1t




Primjer 8. Odredite podrucje konkavnostl | konveksnosti funkcije
) =—

RjeSenje: Domena funkcije, D(f) = IR\{O}.

, e -x—e* e*(x—1)
f(x): x2 — xZ
) e*(x —1)) -x2 —e*(x —1)-2x  e*(x? — 2x + 2)
f (X):( ) x4 :e X x3x

f""(x) =0 — nema realnih rjeSenja




Primjer 8. Odredite podrucje konkavnostl | konveksnosti funkcije

flx) =—
RjeSenje: Domena funkcije, D(f) = IR\{O}.
—00 0 )
f'(x) = 2l ;32x t2) f7(x) - +
f(x) N U

Funkcija je konveksna za x € (0, o).
Funkcija je konkavna za x € (—oo, 0).
Funkcija nema tocke infleksije!
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Primjer 8. Odredite podrucje konkavnostl | konveksnosti funkcije

- ' ' - >
-2 1 1 2
1t
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Hvala ©



